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内 容 提 要 


本 书 的 中 心 内 容 是 介绍 实数 的 构造 理论 ， 爹 书 也 括 线 论 ,正文 和 附录 三 妾 分 .于 
纶 部 分 结合 徽 积分 学 的 思想 发 展 史 介绍 实数 构造 理论 产生 的 背 最 ; 正文 共 分 出 章 : 第 
一 下 简要 地 介绍 和 关 集 合 论 以 及 代数 系 方面 的 基本 概念 , 作为 预备 知识 。 第 二 总 气 览 
分 绍 自 然 数 公 理 以 及 由 上 自然数 公 理由 发 构造 有 理 款 域 ， 第 三 章 介绍 实数 的 求 二 尔 构 
嫂 第 四 章 介 绍 实数 的 盐 符 金 构 迁 ; 附 承 部 分 分 别 介绍 了 实数 公理 系统 .实数 的 2 泪 
世 无 田 小 歼 杰 习 , 违 分数 及 代数 数 和 超越 数 . 省 章节 末尾 都 附 有 一 定数 量 的 习题 . 
本 邓 可 供 经 人 台大 学 及 师范 院 校 数学 系 师 生 作 教 学 参考 书 ， 
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根据 1977 年 秋季 在 上 海 召开 的 理科 数学 教材 会 议 的 建议 , 名 
妥 为 综合 大 学 和 师范 院 校 数学 专业 的 数学 分 析 课 程 ， 编 写 一 本 关 
于 实数 理论 方面 的 补充 教材 或 参考 用 书 ， 本 书 就 是 在 这 一 建议 下 


本 愉 的 中 心 内 容 是 介绍 实数 的 构造 理论 .全 书包 括 绪论 、 正 
文 和 附 蒜 三 个 部 分 . 绪论 主要 结合 了 微 积分 学 的 思想 发 展 史 ， 来 
介绍 实数 构造 理论 产生 的 背景 ， 以 使 得 读者 对 于 这 一 理论 的 来 龙 
去 肪 和 它 在 分 析 学 中 的 地 位 , 有 一 个 历史 的 弛 括 性 的 了 解 , 

正文 共 分 四 辣 ， 第 一 章 为 预备 知识 ， 莘 要 地 介绍 了 有 关 集 合 
论 以 及 展 数 系 方面 的 基本 概念 , 以 作为 全 书 行文 的 叭 备 , 并 使 得 本 
书 在 逻辑 上 自 成 系统 {这样 也 恒 于 自学 的 读者 , 能 够 独立 地 去 阅读 
全 书 )， 第 二 章 扼 要 地 介绍 了 自然 数 公理 以 及 由 直 然 数 出 发 构造 
有 理 数 域 . 因为 实数 是 从 有 理 数 出 发 构 坦 出 来 的 ， 因 此 本 党 的 内 
容 , 也 就 为 下 两 八 讲 述 本 书 主 题 实数 的 构造 准备 了 运 辑 基础 , 此 外 
它 拒 为 了 使 得 读者 可 以 预先 熟悉 一 下 数 系 扩张 的 方法 ， 

第 三 童 为 本 童 的 中 心 内 容 , 介绍 实数 的 康 托 尔 (Cantor) 构 造 . 
这 是 一 种 从 完备 性 要 求 出 发 而 作出 的 实数 构 间 法， 本 书 所 以 机 选 
择 康 托 尔 构 造作 为 重点 ， 是 因为 这 种 用 等 价 关 系 进 行 集合 的 分 类 
而 构造 出 新 数 域 的 方法 ， 在 近代 狼 学 中 有 普遍 的 汪 义 ， 本 章 对 康 
托 东 药 实 数 构 坦 论 , 进行 了 系统 而 详尽 的 叙述 , 最 后 并 证 明了 实数 
完备 性 定理 的 各 种 形式 ， 这 样 就 使 本 书 与 观 有 的 数学 分 析 教 材 从 
处 辑 关 系 上 衔接 了 起 来 . 


第 四 章 介 绍 了 实数 的 另 一 种 构造 一 一 戴 德 金 (Dedeklnd) 构 
各 I 中 


造 ， 这 是 一 种 从 实数 的 连续 性 {完备 性 的 几何 形式 } 要 求 出 发 而 价 
出 的 构 往 法， 这 种 实数 的 构造 由 于 几何 直观 性 强 ， 定 区 篇 明 而 为 
更 多 人 所 部 悉 ， 在 非 赫 金 哥 尔 区 所 著 s 微 积分 学 教程 ?一 着 一 分 册 
《中 译本 )? 的 绪论 部 分 ， 就 给 出 了 实数 这 种 构造 的 一 个 比较 详细 而 
又 清晰 的 曾 述 , 可 以 作为 戴 德 金 实数 的 基本 教材 ， 有 鉴于 此 , 因此 
本 书 在 介绍 戴 德 金 构造 时 , 就 采取 了 一 种 不 同 的 方式 , 即 在 没有 3 引 
人 实数 的 运算 而 仅 有 实数 的 顺序 的 情况 下 ， 完 咸 了 关于 实数 的 过 
续 性 和 完备 性 的 所 有 定理 的 证 明 . 标书 的 这 种 舰 述 方式 ， 也 许 在 
一 定 的 程度 上 , 减弱 了 戴 德 金 分 制 (Dedekinhd cuts) 的 直观 形象 ， 
但 却 有 利 王 读者 对 于 极限 及 实数 的 连续 性 本 质 的 深入 理解 、 我 们 
认为 ,对 于 勤 于 思索 的 读者 来 说 , 这 也 许 是 更 有 神 益 的 .至 于 茂德 
金 实 数 的 运算 ， 则 通过 建立 它 与 康 托 尔 实数 之 间 的 保 序 同 构 对 应 
来 实 更， 这样 也 就 避免 了 戴 德 金 实数 构造 论 中 最 元 繁 的 部 分 ， 当 
然 ， 我 们 也 可 以 不 依赖 于 康 托 尔 实 数 ， 去 建立 戴 德 金 实数 的 运 千 
( 见 本 章 习 题 ). 因此 本 章 和 第 三 章 , 都 可 以 独立 地 进行 阅读 . 

附录 分 别 介绍 了 实数 的 公理 系统 、 实 数 的 乡 进 位 无 穷 小 数 表 
示 , 连 分 数 及 代数 数 和 超越 数 , 目的 是 使 有 兴 赵 的 读者 ， 除 了 阅读 
本 书 的 基本 部 分 以 外 ， 还 可 以 进一步 接触 一 些 实数 理论 方面 生动 
而 富有 启发 性 并 且 有 较 高 技巧 性 的 内 容 . 

本 书 各 章节 的 末尾 , 都 附 有 一 定数 量 的 习题 , 以 便于 读者 进行 
自 堂 . 书 的 玉 尾 附 有 参考 书 日 ， 

本 书 蚌 三 人 人 合力 写成 的 , 其 中 综 论 ,第 一 任 , 第 二 章 和 附录 4， 
由 莹 之 江 执 笔 , 第 三 章 由 刘 景 髓 执笔 ， 第 四 仁太 附录 1,2,3， 由 王 
建 午 执笔 ， 最 后 由 刘 景 诡 对 全 稿 进 行 了 统一 修正 ， 由 于 我 们 对 本 
书 内 容 教 学 实践 不 多 , 加 上 时间 仓促 , 因此 在 书 的 编写 体裁 和 内 容 
安排 上 , 不 过 和 错误 之 处 ,在 所 难免 , 特别 是 种 对 节 习 题 部 分 , 更 是 
感觉 不 够 完满 , 诚 县 希望 兄弟 院 校 的 同志 们 及 广大 读者 , 对 我 们 提 
。T] 。 


出 批评 建议 . 我 校 陈 杰 教 授 , 详细 地 阅读 了 本 书 全 稿 , 提出 了 许多 
重要 修改 意见 , 使 我 们 得 以 改正 原稿 中 许多 不 当 之 处 , 在 此 表 东 深 
切 地 感谢 。 


编 者 
1979 年 6 月 于 内 蒙古 大 学 
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绪论 


数 , 中 我 们 每 天 都 要 与 之 接触 、 须 奥 不 能 或 离 的 对 儿 ， 我 们 每 
一 个 人 , 从 童 稚 之 年 开始 , 就 学 习 与 运用 它 ， 对 于 它 ， 我 们 是 如 此 
之 山 悉 , 以 译 于 提起 它 , 便 犹 如 看 见 周 国 的 山 需 河川 一 样 ， 感 到 亲 
近 而 明 归 ， 

但 并 不 是 每 一 个 人 ， 都 考虑 过 一 个 问题 ， 这 些 我 们 无 时 不 在 
读 、 写 、 算 的 数 , 是 从 那里 来 的 ? 也 许 我 们 有 些 人 人 ， 并 设 有 意识 到 ， 
这 华 如 山 盏 河川 一 样 为 我 们 所 计 知 的 数 , 它们 茎 非 自 然 的 天 赋 , 更 
不 是 上 各 的 恩惠 ， 

数 , 征 人 类 文明 的 伟大 亨 适 . 人 类 在 争取 生存 .进行 生产 活动 
的 长 期 实践 中 , 创造 了 数 ， 在 儿 于 年 的 历史 中 ， 人 类 对 数 的 认识 ， 
经 万 了 一 个 由 表 及 里 、 由 沪 人 深 的 过 程 . 今天 ， 我 们 所 应 用 的 数 
系 , 已 经 构造 得 如 此 完备 和 续 密 , 以 致 于 在 科学 技术 和 社会 生 话 的 
一 切 领域 中 , 它 都 已 成 为 一 种 基本 的 语言 和 必 不 可 少 的 工具 了 .我 
们 今天 在 得 心 应 手 地 谤 用 这 份 经 过 长 期 历 中 沿 华 指 现 成 财富 时 ， 
匣 党 未曾 炉 到 前 人 人 在 形成 和 发 展 数 的 过 程 中 ， 所 经 历 的 曲折 有 和 艰 
他 . 

数 作 为 一 种 语言 ,同人 类 其 他 语言 一 样 ， 是 一 种 交际 的 工具 ， 
尼 也 是 人 类 在 长 期 的 上 生产 和 交换 这 程 中 逐 尖 形成 的。 要 考查 二 十 
大 类 如 何 创造 了 数 , 当然 无 案 可 稽 , 因此 今天 我 们 也 只 好 进行 一 些 
假想 和 狂 测 .人 类 的 也 党 在 起 散 的 时 收 ， 世 主 只 会 用 物 愧 过 一 比 
较 的 办 法 , 米 分 别 多 塞 ， 以 后 则 学 会 了 将 物 与 第 三 者 (如 人 体 上 的 
于 指 , 墙 上 的 刻 痕 或 世 硅 的 绳索 符 ) 米 进行 间接 的 比较 ， 从 而 逐 疼 
产生 了 不 依附 于 具体 对 象 的 “个 数 " 概 念 。 以 后 随 着 生产 和 交换 活 
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动 的 不 断 扩 大 ， 这 种 "个 数 "概念 也 就 逐 新 被 轿 予 了 某 种 记号 或 语 
音 , 这 就 产生 了 最 早 的 数 , 

人 类 景 初 掌握 的 数 ， 个 数 是 很 少 的 ， 在 近代 尚 残存 的 原始 部 
游 中 , 大 们 发 现 他 们 所 茜 担 的 数 , 均 未 超过 二 十 ， 这 大 概 与 人 人 的 于 
指 与 足 指 的 总 数 是 二 十 有 关 ， 某 些 原 始 部落 能 数 的 数 ， 甚 至 不 超 
过 三 ， 随 着 人 类 社会 的 进步 , 数 的 语言 也 不 断 发 展 和 完善 , 其 中 应 
当 提 一 下 的 是 进位 记 煞 法 的 产生 ， 扬 谓 进 位 记 数 靶 ， 藤 是 运用 少 
量 符号 , 通过 它们 不 辐 个 数 的 排列 ， 去 表示 不 人 条 的 数 { 例 如 现在 通 
行 的 十 进位 法 , 就 是 用 0.1.2,…、3 这 十 个 符号 ， 通 过 它们 的 不 同 
个 数 的 排列 , 去 表示 所 有 的 数 )， 进 位 记 数 法 的 产生 ， 一 方面 使 得 
记 数 的 范围 得 到 无 限 地 扩大 , 另 一 方面 ， 也 使 得 复杂 的 算术 运算 ， 
有 了 实施 的 可 能 (比如 ， 没 有 十 进位 法 ， 也 就 不 可 能 育 九 九 羔 法 
表 )， 因 此 , 进位 记 数 辣 的 出 现 , 标志 着 人 类 掌 可 的 数 的 语言 ,已 从 
少量 的 文字 个 位 ， 发 展 到 了 一 个 有 具有 完善 运 算 规则 的 数 系 ， 人 类 
第 一 个 认识 的 这 个 数 系 , 就 是 常 说 的 “自然 数 系 ”， 

当然 , 今天 我 们 用 现 伐 的 眼光 来 考 赛 问题 , 自然 数 系 则 还 远 不 
是 完美 无 缺 的 ， 由 于 自然 数 系 是 一 个 离散 的 、 而 不 是 稠密 的 数 
系 *, 因此 作为 基 的 表征 ， 它 只 能 恨 于 去 表示 一 个 单位 量 的 整 偿 ， 
而 无 法 去 宕 示 它 的 部 分 。 例 如 在 一 条 线段 上 ， 日 热 数 只 能 去 表示 
那些 较 单 位 长 是 整 倍 的 长 度 , 而 不 能 去 表示 它 的 一 半 、 或 若干 份 之 
一 。 同 时 ， 作 为 一 种 运算 手段 耐 言 ， 自 然 数 系 也 表现 出 明显 的 峡 
陷 ， 在 自然 数 系 内 部 , 只 能 施行 加 法 各 葬 鞋 , 而 不 能 自由 地 施行 它 
们 的 道 运算 , 也 就 是 说 , 方程 x 十 4=5 和 qz=5 在 一 般 情况 下 ， 并 
不 一 定 可 解 . 这 种 运算 上 的 障碍 ， 当 然 是 极 不 方便 的 ， 随 着 人 类 
文明 的 发 展 , 自然 数 系 的 缺陷 , 也 就 逐渐 显露 出 来 ， 这 就 促使 人 人 

(+ 一 个 数 系 称 为 是 稠 密 的 ， 假 如 任意 取 这 歼 系 中 两 个 数 ， 必 有 第 芝 个 数 介 于 
其 闻 . 
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将 它 加 以 扩充 ， 以 期 得 到 一 个 先 密 的 ,并 且 在 加 \ 减 、 乘 , 除 四 则 运 
算 下 圭 于 的 数 系 , 这 就 是 后 来 得 到 的 有 理 数 系 ， 

人 类 认识 数 系 的 早期 历史 ， 由 于 年 洒 代 远 ， 已 无 从 确切 积 考 
了 .但 是 从 有 限 的 记载 中 , 我们 可 以 看 到 ， 在 掌握 了 自然 数 以 后 ， 
人 人们 较 早 得 到 了 分 数 . 所 谓 分 数 ， 就 是 把 两 个 自然 数 相 除 所 得 之 
两 (不 论 其 能 否 整 除 ) 当 作 一 个 数 , 然后 对 其 引进 相应 的 运算 法 则 ， 
这 样 的 数 就 形成 了 分 数 系 ， 容 易 证 朋 , 分 数 系 是 一 个 稠密 的 数 系 ， 
它 对 于 加 , 乘 、 除 三 种 运算 是 封 用 的 ， 为 了 使 得 减法 运算 在 数 系 内 
部 也 通行 无 阻 , 入 们 后 来 勾引 人 了 人 负数 和 等 , 这 样 就 把 分 数 系 扩展 
成 了 有 理 数 系 ， 仙 数 和 和 零 , 晶 然 无 从 和 著 究 其 产生 的 确切 年 代 , 但 它 
们 之 被 人 们 所 普遍 接受 , 则 是 较 晚 的 事情 ， 在 欧洲 , 负数 虽然 由 何 
拉 伯 较 旱 传人 , 但 是 在 十 六 ,十 五 两 个 世纪 内 ， 绝 大 部分 数学 家 并 
不 承认 它们 是 数 , 有 人 则 称 负 数 为 “读数, 

有 理 数 系 , 因为 殉 服 了 自然 数 系 的 缺陷 , 相对 来 说 ， 已 是 比较 
完美 的 数 系 .由 于 有 理 数 系 具有 黎 密 性 ， 因 此 证 希腊 人 人 曾 设 想 它 
是 局 一 条 无 限 直线 上 的 点 相对 应 的 、 一 个 从 小 到 大 的 量 的 连续 排 
列 的 长 河 ， 查 是 这 种 关于 数 的 连续 性 的 设想 ， 这 种 算术 与 儿 何 有 
然 和 谐 的 美妙 狠 象 , 不 义 却 被 希腊 人 自己 证 明 是 完全 错误 的 ， 

在 纪元 芥 五 百年 左右 ， 十 希 聘 的 毕 达 哥 拉 斯 (Pythagoras) 学 
派发 现 了 一 个 惊人 的 事实 : 一 个 正方 形 的 对 角 线 与 其 一 边 的 长 是 
不 可 公 度 的 ! 换言之 , 若 正 方形 的 边 长 是 一 单位 , 则 其 对 角 线 的 长 
竞 不 是 一 个 数 { 用 现在 的 语言 来 讲 , 即 2 不 是 一 个 有 理 数 " ,这 
个 不 可 公 度 性 ， 与 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 ”万 畅 帝 为 数 的 哲理 大 相 径 
庭 ,因此 它 的 发 现 , 引起 了 这 个 学 派 的 人 如 号 的 性 瑟 与 恼 录 ， 以 至 


ix) 这 事实 可 证 明 如 次 ， 用 及 证 法 ， 设 /2 二 bo, 其 中 9,4 为 互 质 胸 整 数 , 则 可 

得 姑 =202 由 此 推 央 5 训 为 2 蓝 除 ， 仿 b=2e, 代入 上 式 可 得 206: 二， 及 可 推 知 g 可 
为 2 整 路 ,这 就 与 s,5 为 百 质 的 假设 也 后. 

和 有 碍 


据 传 发 现 这 一 事实 的 希 勃 索 期 (Hippasus)， 竞 遭 到 沉 舟 身 死 的 惩 
处 . 

毕 达 加 榨 斯 学 派 的 发 现 ， 第 一 次 加 大 们 措 示 了 有 理 数 系 的 缺 
了 涌 , 证 明 它 不 和 能 同和 连续 的 雹 限 瑟 线 等 量 齐 观 ， 世 告诉 大 们 , 有 理 数 
并 设 有 销 满 数 轴 , 在 数 畏 上 存在 着 不 能 为 有 理 数 所 表示 的 “了 蕊 钱 ， 
页 这 种 “和 孔 品 ", 经 后 来 人 证 明 , 简直 多 得 “不 可 胜 数 ， 

这 样 ， 上 十 希腊 入 把 有 理 数 视 为 是 连续 衡 接 的 那 种 算术 连续 统 
的 设想 , 就 彻底 地 破灭 了 ， 它 的 破 素 , 在 以 后 两 千 多 年 时 间 内 ， 对 
数学 的 有 发展， 起 到 了 课 远 的 影响 ， 不 可 通 约 的 本 质 是 什么 ? 长 期 
以 来 众说 纷 颖 , 得 不 到 正确 的 解释 ， 而 两 个 不 可 通 约 量 的 比值 ,也 
一 直 被 认为 是 不 可 理喻 的 数 ， 二 五 世纪 利 奥 那 多 ， 还 苍 奇 《Leo- 
nardo da Vinci) 把 它们 称 为 是 “无 理 的 数 ”, 十 七 世纪 种 大 的 天 文 
学 家 开 痊 勒 (J, KKepler?) 在 他 的 著作 中 ， 把 它们 称 为 “不 可 名 状 的 
数 ， 这 些 “ 雹 理 " 出 又 “不 可 名 状 ” 的 数 ， 员 然后 来 在 运算 中 亦 被 通 
用 , 但 是 它们 究竟 是 不 是 实在 的 数 , 却 一 直 是 个 困扰 人 的 问题 ， 在 
十 九 世纪 之 前 的 入 长 历史 中 , 大 们 一 直 不 把 它们 当 作 “真正 的 数 ， 

不 可 公 度 的 爱 现 , 给 数学 的 发 展 , 带 来 了 新 的 问题 与 困难 既 
然 不 能 克服 它 ， 那 就 只 能 回避 它 ， 这 大 概 是 为 什么 从 毕 达 车 拉 斯 
以 后 的 希腊 数学 , 侧重 于 几何 学 的 原故 ， 上 古 项 脐 的 几何 学 ,采取 丁 
将 几何 与 算术 严格 区 分 的 办 法 , 希腊 数学 家 欧 多 克 斯 (Eudoxus)， 
欧 几 里 得 (Euclid) 在 他 们 的 几何 学 里 ， 都 严格 避免 把 数 与 几何 量 
等 同 起 来 ， 他 们 那 种 以 直觉 鸭 基 础 欧 几 和 何 学 ， 其 几何 关系 的 归纳 
与 演绎 , 完全 娇 助 于 几何 量 本 身 来 表述 , 而 并 不 求助 于 数 . 欧 多 殉 
斯 的 比例 论 ( 见 于 欧 几 里 得 几何 原本 第 五 卷 )， 使 几何 学 在 逻辑 上 
绕 过 了 不 可 公 诬 的 障 每 , 这 就 在 以 后 的 证 长 时 期 中 , 形 威 了 几何 与 
算术 的 显著 分 离 , 

但 是 这 种 几何 与 算术 基 裂 ,对 不 可 公 诬 讳 莫如 深 的 状 沉 , 是 不 
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能 长 期 继续 下 去 的 ， 这 个 问题 ， 随 着 十 七 世纪 以 后 ， 一 门 畦 新 数 
学 一 一 微 积分 的 应 运 而 生 , 显得 更 加 突出 了 . 

孕育 于 希腊 时 民 的 微 积分 的 思想 与 方法 ， 经 过 了 视 长 时 期 的 
际 酸 ,到 了 十 七 世纪 ,在 工业 革命 的 刺激 下 ,终于 通过 生 屯 (I. New- 
ton) 和 革 伯 尼 蔓 (G. W. Leibniz) 的 首创 脱 甘 而 出 了 .以 后 叉 经 
过 以 欧 拉 人 Euler) 接 格 天上 日 人 . 丰 . Lagrangey、 达 妆 记 未 (人 .人 ， 
D Alempbert)、 拉 普 失 斯 (P-S$. Laplace) 等 为 代表 的 一 代数 学 家 的 
发 展 和 在 各 个 应 用 领域 的 推广 , 取得 了 伟大 的 成 功 。 然而 , 这 个 以 
矿 太 气 势 回 前 发 展 的 微 积分 学 , 其 创建 仇 始 ; 由 于 缺乏 一 个 完备 的 
处 域 必 为 其 论 域 ， 因 此 兵 好 将 其 针 绎 体系 建立 在 以 直观 为 基础 的 
儿 何 学 与 运动 学 的 连续 性 上 ， 这 就 形成 了 方法 上 有 效 但 四 辑 上 不 
能 正 圆 其 说 的 矛盾 局 而 .无怪 有 人 认为 , 初期 的 微 积分 , 与 其 说 是 
一 门 立 论 严 谴 的 学 说 , 毋 宁 说 是 一 种 新 颖 的 解 题 方法 . 

事实 上 , 微 积 分 方法 的 基础 一 一 无 论 是 牛顿 的 “ 流 数 或 者 是 
业 伯 尼 芝 的 签 分 , 在 微 积 分 创立 后 近 两 个 世纪 的 时 间 内 ,一直 章 到 
各 种 怀疑 和 非议 ， 潜 国语 蒙 思 想 家 伏 尔 泰 CVoltaire) 曾 称 微 积 分 
是 一 门 “ 精 确 地 计算 和 度量 其 存 芷 无 法 想像 的 东西 的 艺术 . 而 牛 
顿 的 “ 流 数 ”, 则 被 英国 主教 风 克 莱 (B. Berkeley) 训 笑 为 赴 去 了 莉 
的 购 殊 "， 微 积分 学 逐 辑 基础 上 的 严重 问题 , 虽然 多 和 露 了 出 来 ， 但 
是 并 没有 能 够 及 星 地 得 到 解决 ， 十 七 ,十 八 两 个 世纪 的 数学 家 们 ， 
在 数学 的 拓 幕 工作 中 , 正 取 得 前 所 未 有 的 磊 果 , 因而 他 们 更 热 顽 于 
向 前 走 , 设 有 感 洒 需要 回 过 头 来 ,整理 一 下 上 自己 的 基础 . 

到 了 十 万 世纪 上 上 半 呈 ， 和 分 本 学 已 经 经 万 了 和 近 两 小 世纪 非凡 的 
历程 , 因此 无 论 是 在 内 容 上 或 方法 上 , 都 已 经 是 硕果 索索 . 然而; 什 
另 一 方面 ， 却 正如 阿山 尔 (N, 吾 . Abelb) 在 给 友人 的 一 封 信 中 所 抱 
忽 的 那样 : “在 高 等 分 析 中 ， 仪 有 极 少 数 的 定理 是 在 运 辑 上 像样 地 
斤 述 出 来 的 "数学 分 析 已 达到 的 巨大 成 就 ， 与 它 那 仍然 是 落后 而 
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又 混乱 的 逻辑 基础 , 形成 了 极 丰 相称 的 对 照 ， 实 际 上 , 数学 分 析 业 
已 发 展 色 了 这 样 的 阶段 , 它 的 那些 新 的 .更 加 深刻 的 结果 ， 任 着 过 
去 那样 的 ,从 几何 与 物理 的 站 观 出 发 来 进行 的 粗略 推 证 , 已 经 是 绝 
不 能 往 到 了 ， 那 种 十 蕊 .十 人 世纪 请 行 的 , 使 得 现代 人 天 瞳 上 自 结 再 胸 
推理 方法 ,已 不 能 再 适应 数学 分 析 继 续 前 进 的 步伐 ， 这 种 情况 , 优 
使 十 蕊 世纪 的 许多 数学 家 , 句 过 类 去 重 束 分 析 的 逻辑 基础 . 

十 九 世 纪 分 析 学 理论 基础 的 重建 , 主要 以 波 尔 咨 雍 (B. Bolza- 
no)、 柯 西 ( 态 . Cauchy), 和 阿 风 尔 , 狄 里 殉 雷 (P. 上 L, Dirichlet)\ 维尔 
斯 特 简 斯 (及. Weierstrass) 等 人 的 工作 为 标志 。 柯 士 被 公认 为 是 
近代 分 析 学 的 主要 黄 基 人 人。 他 在 十 九 世 纪 二 十 年 代 陆 续 发 表 的 三 
个 著作 中 ， 革 新 了 微 积 分 中 长 期 裕 装 下 玉 的 模糊 的 旧 观 念 ， 重 整 
了 它 的 理论 ， 把 它 纺 入 到 一 个 新 的 严密 的 理论 体系 之 中 ， 在 关于 
微 积 分 基础 的 混 证 一 片 的 争议 中 ， 柯 西 看 出 核心 的 问题 是 极限 . 
这 是 一 个 自 纪 元 前 三 百 余 年 亚 里 士 儿 德 (ATistotle) 和 将 齐 诺 (Zeno) 
恬 论 居 公 请 于 世 忆 瑟 ， 一 直 为 天 们 争议 不 体 的 阿 题 ， 柯 西 第 一 次 
使 极限 观念 摆脱 了 与 几何 有 和 运动 直观 的 任何 牵连 ， 纵 出 了 只 建 苹 
在 数 与 函数 概念 上 的 清晰 的 定 浆 (这 全 定 交 后 来 为 对 泵 斯 糙 拉 斯 
进一步 精确 委 述 )， 从 而 使 一 个 异 糊 不 请 的 动态 观念 ， 变 成 为 一 个 

(#) 章 诺 ( 纪 元 前 奴 5 一 435, 死 于 玩弄 ) 是 十 希腊 哲学 家 , 提出 过 四 条 眉 论 ， 记 恤 
于 亚 于 圭 多 罕 全 全 中 ， 他 的 圩 论 与 同时 代 毕 达 小 拉 斯 学 派 基 于 不 可 公 诬 数 的 发 现 , 3| 
起 了 古 状 督学 家 们 很 大 思想 上 的 动 蕊 与 长 期 的 争论 ， 对 于 二 千年 米 数 学 思想 的 发 展 ， 
有 着 深远 的 影响 , 被 认为 是 数学 思 契 发 展 史 中 的 三 大 危机 之 一 ， 其 恬 论 简介 如 下 : 

(i) 阿 其 里 斯 (希腊 马拉松 选手 ) 永 远 追 不 于 乌龟 : 因为 当 阿 其 四 斯 隐 到 乌龟 所 
在 点 , 乌龟 已 候 到 新 的 地 点 了 , 当 他 叉 哆 神 岛 鱼 所 在 点 ， 乌 龟 久 到 了 新 的 地 点, 这 冬 过 
程 永 无 完结 , 所 以 永远 也 不 上 乌龟 

(ji) 商 分 法 ， 飞 着 的 第 永远 射 不 到 车 , 因为 箭 必 须 绕 过 中 点 ,再 经 过 下 一 半路 途 
的 中 点 ,而 这 样 的 中 点 是 无 穷 必 的 。 所 以 箭 永 远 不 能 射 到 私 . 

(iiiy 飞 稍 : 飞 戎 的 第 是 静 籼 的 ,因为 第 的 既 一 胶 都 只 经 过 一 点 , 而 点 的 长 起 为 0， 


因而 无 这 和 多少 点 加 超 来 部 是 1 
fiv) 竞走 ， 贝 洪 窒 站 和 时间 是 由 点 和 朋 亿 组 成 的 , 则 即 可 证 明 , 时 间 韦 可 能 由 朋 


榈 组 成 ， 
音 本 本 


严密 竹 述 的 静态 观念 ， 这 不 能 不 认为 是 变量 数学 吏 上 的 一 次 重大 
他 新 。 在 极限 有 了 严格 定义 以 后 , 枉 西 就 定义 了 令 人 费解 的 “无 穷 
小 "， 他 把 无 穷 小 规定 为 极限 为 0 的 变量 , 这 样 就 把 无 穷 小 归 入 到 
了 蓝 数 的 范畴 , 再 也 不 是 混在 阿 基 米 得 (Archimedes) 数 域 *’ 里 的 
一 个 彝 营 不 台 的 咽 灵 了 ， 

在 极限 和 无 穷 小 重新 定义 的 基础 上 ， 柯 西 进 而 浴 清 了 存在 于 
连续 、 时 数 , 租 分 .积分 .无穷 豚 数 … 等 概念 上 的 模糊 , 从 根本 上 革新 
工 但 的 理论 系统 , 实现 了 铀 积分 学 基础 的 一 次 革命 , 柯 西 所 创立 的 
分 析 体 系 , 虽 然 在 语言 叙述 上 ,为 后 来 维尔 斯 特 拉 斯 进一步 精确 化 ， 
但 其 基本 观念 , 为 整个 数学 界 所 承认 , 并 成 为 近代 分 析 教 程 的 基础 
内 和 容 ， 分 析 基 础 的 这 一 革新 , 不 仅 为 数学 分 析 的 进一步 发 展 , 商定 
了 稳 图 的 基础 , 而且 对 整个 近代 数学 的 发 展 , 产生 了 深远 的 影响 . 

当然 , 从 现代 的 眼光 来 考 虚 , 柯 西 等 人 所 作 的 工作 ， 尚 有 不 严 
密 与 不 完善 之 处 ， 应 该 说 ， 柯 西 等 人 构造 了 分 析 学 逻辑 体系 的 主 
要 轮廓, 而 后 来 的 人 则 最 后 完成 了 它 ， 在 柯 西 的 工作 中 , 最 不 是 之 
处 , 是 他 对 于 数学 分 析 立 论 的 基础 一 一 实数 , 没有 给 出 一 个 严格 的 
定义 ， 微 积分 是 建立 在 极限 运算 基础 上 的 变量 数学 , 而 根 限 运算 ， 
需要 一 个 封闭 的 论 域 , 正如 算术 四 则 运算 , 需要 有 一 个 封闭 的 数 域 
一 样 .于 大 事情 又 回 到 了 两 千 多 年 来 未 得 解决 的 数 域 的 连续 性 问 
题 上 来 了 . 

无 理 数 是 件 么 ? 柯 西 对 这 个 问题 ， 作 了 一 个 表面 的 回答 .他 
定义 无 理 数 就 是 有 理 数 序列 的 极限 ， 然 而 按照 柯 西 的 极限 定义 ， 
所 调 有 理 数 序列 有 极限 , 意 即 预先 在 在 一 个 确定 的 数 , 使 它 与 序列 
中 各 数 的 差 值 , 当 序 列 趋 于 无 穷 时 , 可 以 任意 小 ， 但 是 ， 这 个 预先 
存在 的 数 ， 又 从 何 而 来 昵 ? 这 就 产生 了 概念 自身 的 循环 ， 在 柯 


cx) 回 基 玉 得 数 域 是 指 油 足 如 下 条 件 的 数 域 ， 对 于 域 内 任意 两 正 数 a<<5， 必 在 
在 自然 灶 %, 使 AD。 


ss 六 于 


西 看 来 ,有理数 序列 的 极限 , 似乎 是 先 验 其 存在 前 , 这 种 想法 , 说明 
柯 西 尽管 在 许多 地 方 见解 超人 和信， 但 仍然 未 能 完全 摆脱 掉 两 千 多 年 
来 以 几何 直觉 为 立论 基 珊 的 传统 观念 的 影响 ， 

因此 , 必须 在 不 依赖 于 极限 的 基础 上 ， 去 独立 地 定义 无 理 数 ， 
建立 一 个 对 于 极限 运算 是 完备 的 圣 几 数 域 ， 这 和 于 瘟 定 一 门 独立 
的 分 析 学 的 严密 基础 , 是 绝对 不 可 甬 少 的 . 数学 分 析 须 要 彻底 地 从 
儿 何 直觉 中 解脱 出 来 , 建立 起 自己 独立 的 体系 。 直观 , 常常 是 我 们 
思考 问题 的 导 引 , 但 是 , 正如 波 尔 查 庶 ， 维 尔 斯 特 拉 斯 所 举 出 的 过 
续 不 可 微 钞 数 的 例子 对 大 们 作出 的 启示 那样 , 它 并 不 总 是 可 千 的 , 

变量 数学 独立 建造 自己 完备 数 域 的 历 哆 任务， 给 于 在 十 妃 世 
纪 后 半 叶 , 由 维尔 斯 畦 拉 斯 、 梅 莱 (C. Meray)、 戴 德 金 (R. Dede- 
kind)、 上 不 托 尔 (G. Cantor) 镁 天 加 以 完成 了 。 这 个 完备 的 数 域 ， 
就 是 实数 域 ， 实 数 域 的 构 复 成 功 ， 鸽 得 两 千 多 年 来 存在 于 算术 与 
此 何 之 间 的 况 询 , 得 以 完全 填 平 ,无 理 教 不 再 是“ 无 理 的 数 " 了， 十 
箱 腊 大 的 算术 连续 统 的 设想 , 经 过 两 千 多 御 时 间 以 后 , 终于 在 严格 
的 科学 辣 义 下 得 以 实现 ， 新 生 的 徽 积 分 学 ， 经 过 了 一 段 曲 折 的 道 
路 , 现在 初 底 驱 获 了 黎 曲 的 疑云 , 步 人 了 一 个 轨 新 的 历史 阶段 . 

本 书 的 第 三 ,四 登 , 对 于 完备 的 实数 域 ， 将 系统 地 介绍 丙种 邹 
站 的 ,然而 是 等 价 的 询 阁 法 , 纯 碌 托 尔 和 戴 德 金 的 构造 法 . 

应 当 指 出 , 实数 域 的 构 伸 成功, 并 设 有 终止 人 们 对 于 数 系 的 认 
识 ， 本 世纪 六 二 年代 , 美国 数理 她 辑 学 家 罗 宾 迁 (A.Robinson) 提 
出 了 一 种 非 标 准 数 的 理论 , 这 个 理论 应 用 了 近代 数理 逻辑 的 成 果 ， 
用 严密 的 推理 ， 将 实数 域 扩充 成 -一 个 更 广 的 非 阿 基 米 得 数 域 ， 大 
们 有 趣 地 发 现 , 被 柯 西 从 数 域 中 排除 出 去 的 无 穷 小 , 经 过 否定 之 盏 
定 , 现在 又 回 到 数 域 中 来 , 并 占据 了 合法 的 席位 ， 就 如 今天 的 无 理 
数 占据 着 实数 域 中 合法 的 席位 一 样 ， 尖 于 非 标准 数 的 理论 ， 由 于 
涉足 较 远 ,已 超出 本 书 范 围 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 的 书刊 


别 而 中 


$1 集合 及 其 运算 

集合 是 由 一 些 我 们 能 够 辨认 的 对 象 所 组 成 的 ”""， 所 请 -能够 
辨认 ,是 指 我 们 有 一 定 的 崔 册 或 办 法 , 据 此 可 以 对 任 一 对象 , 判断 
其 属于 或 不 属于 这 个 华 合 。 任 何 对 和 象 , 要 就 属于 这 个 党 含 , 要 就 不 
属于 这 个 集合 ,二 者 必 居 其 一 旦 公 居 其 一 ， 属 于 集合 的 对 象 ,就 称 
为 该 集合 的 元 素 ， 例 如 : 

1) 能 被 2 整除 的 自然 数 的 全 体 , 组 成 一 个 数 的 集合 ， 每 个 正 
禹 数 都 是 这 个 党 合 中 的 一 个 元 素 , 而 其 它 的 数 都 不 属于 这 个 集合 ， 

2) 坐标 2. 福星 不 等 式 z<# 的 点 (2, 扮 的 全 体 , 组 成 坐标 平 
面 上 的 一 个 点 的 党 人 台 , 而 在 直线 x*=y 上 方 的 每 一 个 点 ， 都 是 这 集 
全 中 的 元 素 ， 

3) 区 间 [0, 1 上 的 连续 转 数 的 全 体 , 组 成 一 个 琢 数 的 集合 , 定 
交 在 [0, 1 上 的 每 一 个 连续 浮 数 , 就 是 这 集合 的 一 个 元 素 . 

习惯 上 , 常 以 4、B、C… 等 表示 集合 , 而 以 9,8,.6w 下 或 4 Pp" 
他 表示 党 合 的 元 素 ， 若 8 为 健 合 44 的 一 个 元 崇 , 则 称 4 属于 4, 记 
为 0E4， 否 则 ,就 称 不 属于 4, 记 为 E44 

一 个 集合 ， 我 们 可 以 用 穷 举 其 元 素 于 一 攻 括 弧 内 舶 闪 法 去 表 
示 它 , 如 六 = 人 2 六 ce 在 更 多 的 场合, 我 们 浓 通 过 列 出 这 集合 


tf) 六 还 辑 学 观点 看 ,整个 数学 就 是 集 台 沦 和 它 的 推论 近 一 个 世纪 飞 ， 梨 全 这 

和 到 了 很 夫 的 上 败 展 ， 建 尝 了 各 种 公理 系统 ， 由 了 本 书 的 主旨 是 讨论 实数 的 梅 造 , 国 此 

我 们 御 避 多 波 肯 集合 论 的 一 些 较 深 人 的 问题 ， 本 之 将 对 集合 沦 的 一 些 菇 厨 撤 念 , 进行 
指 述 性 的 齐 绍 , 座 满 是 以 后 章 玫 条 文 的 需要 ， 

[| 


所 赖 以 确定 的 性 质 P, 去 表示 这 个 集合 ,如 4 一 好 Ph 其 中 必 是 4 
中 元 素 的 通用 符号 , 而 己 则 代表 z 所 具有 的 性 质 ， 例如, 若 妈 为 方 
程 呈 一 中 一 3 一 4 的 根 的 全 体 , 则 它 可 以 表示 为 4 一 人 一 1 3}， 同 时 
也 可 以 把 它 琢 为 4 一 妇 | 喇 一 中 一 3 一 0 

定义 1 若 集 合 44 的 任何 元 素 都 是 集合 吾 的 元 素 ， 则 称 44 包 
含 于 8， 或 称 44 为 如 的 子 集 , 记 为 4SB; 若 4B 同时 B=4 则 
称 A 了 相等 记 为 4=BB 车 4 三 B, 但 A+B， 则 称 妇 真 包含 于 马 
或 称 4 为 B 的 真子 集 , 记 为 4CB. 

例 ”4.8 为 坐标 平面 上 的 点 舍 合 : A 二 {4(x, 扩 1x| 十 |#| 过 14， 
B= (6 扩 | 十 六 之 1), 读者 试 自行 证 明 ACB. 

为 了 行文 方便， 通常 把 “一 无 所 有 ” 即 不 含 性 何 元 素 的 集合 称 
为 空 集 , 记 以 符号 名 。 例 如 ， 

区 | 区 建 整 数 ,32 一 2= 们 = 说， 

我 们 规定 空 集 包含 于 任何 集 ， 

定 父 2 4,B 为 两 集 , 则 集合 {x|xE4 或 rE 于 称 为 4 写 的 和 
集 (或 其 集 )， 记 为 4UB; 集合 (zlzE4 且 zEB} 称 为 4 与 B 的 交 
集 ， 沁 为 4 门 B; 集合 伺 |xE4 且 xE 且 称 为 4 与 BB 的 差 集 ， 记 为 
A\B. 


UB 
根据 定义 ,我 们 有 A 三 4UB,， BEAUB;: ANnBEA, ANBS 
B; AM\BEA. 
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集合 运算 具有 下 列 性 质 : 

1 AU{BUO= CAU BD UC: 

2° AN BNO = ANBING: 

3” AN (BUO = ANBD LU (ANG): 

4” AU BNO = CAUD NAUCG):; 

5° AN (BO = CANBN\ CANMB). 

我 们 只 证 明 3", 其 余 各 条 证 明 留 给 读者 . 

3” 的 证 明 ， 任 取 元 素 seE4fn BUC) ,由 交集 的 定 郊 , 知 at4， 
同时 seEBUO， 再 由 和 集 的 定 儿 知 ao5B 或 9EC., 于 是 准 若 oeEANB 
或 aEANO, 因 此, a&CA4NMB)U (C4NMN0)， 这 就 证 明了 ANMm BUC) 
三 (4 门 B) UC4NO); 反 过 来 , 性 取 元 素 oeE(4 间 B)U (4 门 中 , 则 由 
定义 知 qE4NB 或 4 站 0 若 gEA4NB， 则 ac4d 同时 aEB; 车 
ocEA4NO， 则 oe4 同时 oeE0O， 不 管 怎样 ， 总 有 aE4 且 EBUC, 
有 因此 oe4N BUOY. 这 就 证 明了 C4ANBU ANO)SANUBUO). 
结合 鞋 曾 已 证 的 包含 关系 式 即 得 A 站 (BU0O)==(NB)U ANnco). 
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1]， 数 町 上 的 点 集 4 也 .C 定 叉 如 下 : 
A=1z||75—1|<2} 
B= {x1 125+1| 记 3 
CO= {rz|r— dr+ 3<0y 
证 明 ANMB=0. 
2。 证 明 译 根 ide Morgan) 公 式 
XA\(AUB)= (XA\A) NN (XN\B) 
KX\(ANB} = (2X\d) U(X\B) 
3， 信 AAB= (dB) Ut{B\4), 称 为 集合 4 与 是 的 对 称 差 ， 试 证 明 : 
AA(BAD= (AAB)}AU 
. 11 ， 


EE a 


4， 设 互 = 116, 了 计 ， 半 中 蕊 的 一 切 子 集 组 成 的 党 人 台 包 ( 宝 ， 试 列表 给 出 
有 (3 上 党 合 的 邓 称 佐 ， 


$2 映射 与 势 

定义 3 霹 在 集合 4 与 之 间 ， 存 在 一 个 元 素 河 的 对 应 法 则 
六 使 得 对 于 和 万 中 任 一 元 素 必 有 8 中 唯一 的 一 个 元 素 8 与 之 对 
应 , 则 称 了 为 和 4 到 B 的 一 个 映射 (或 函数 ), 记 为 f: 4 

在 映射 下 ， 5 中 与 4 的 元 素 4 对 应 的 元 素 称 为 a 的 像 ， 
记 作 了 (a) =B; 而 6 则 称 为 了 的 淋 像 ; 集 4 称 为 映射 了 的 定 浆 域 ; 
集合 {f(a) |aE 少 称 为 了 的 慎 域 ， 记 作 4)， 它 基 妃 的 一 个 于 集 . 
在 一 般 情 深 下 , 站.4) 一 B 并 不 成 立 ， 若 1(4)==B, 则 称 于 为 4 到 了 
上 的 映射 (简称 了 为 映 上 的 ;车 了 (4) CB, 则 称 f 为 4 划 训 内 的 里 
租 { 简 称 了 为 哆 人 的 )， 注 意 ,无论 了 是 4 到 如 上 或 到 号 内 的 映射 ， 
对 于 5EF(4) 来 说 , 它 在 和 4 内 的 原 像 都 可 以 不 是 唯一 的 . 

设 了 为 4 到 B 上 的 映射 ， 若 对 于 任何 5EB， 都 仅 有 唯一 的 
ac4, 使 fa) =5, 则 称 了 为 4 到 BB 上 的 一 对 一 的 映射 。 此 时 ， 对 
千 尾 一 56EB, 必 有 4 中 崔 一 的 一 个 元 素 , 即 5 的 原 像 9 与 它 对 应 ， 
这 个 由 五 到 的 对 应 , 构成 了 吾 到 4 上 的 一 个 映射 , 称 为 了 的 北国 
射 , 记 为 f-!， 显 然 , 道 映射 仪 当 F 了 为 一 对 一 的 映射 时 才 在 在 , 秘史 
它 世 是 一 对 一 的 映射 , 并且 有 (六 ”一 了 

在 数学 分 析 课程 中 讨论 的 实 变量 函数 ， 就 是 实数 轴 上 的 点 集 
到 实数 畏 自 身 的 映射 ， 因 此 , 一 般 的 映射 锋 念 , 用 大 寻常 国 数 概念 
的 拓 广 . 

例 隙 数 y=Inz 为 (0，09) 到 (一 9，c2) 上 的 一 对 一 的 映射， 
落 数 y= 二 e? 为 (一 0，50) 到 (0， co) 上 的 一 对 一 的 上 映射， 它们 互 为 
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逆 映 射 人 

定 必 4 若是 集 4 到 集 B8 的 映射 , f(9) -5,9 是 集 B 到 集 0 
的 映 奎 , 9(5) 王 5, 则 到 < 的 对 应 确定 了 一 个 由 4 到 忆 揭 映射 , 称 
为 映射 了 和 9 的 积 ， 记 为 go 于 是 (g° 有 (9) 一 g(f (9)) 一 9(9) 
= 

一 个 集 的 任何 元 素 均 对 应 于 自身 的 映射 , 称 为 便 等 映射 , 记 为 
1， 显然 ， 一 个 一 对 一 的 映射 所 与 其 逆 上 映射 的 积 ， 必 为 得 等 映射 ， 
亦 即 有 fe。f=f°f ==I. 

一 个 集合 , 其 元 素 的 “个 数 ", 是 这 个 集合 的 重要 特征 如 柯 去 
比较 两 个 集合 元 素 个 数 的 多 塞 呢 ?在 有 限 集 合 的 情况 下 , 我 们 常 采 
用 的 办 法 是 将 两 集合 的 元 素 作 一 一 对 应 。 举 例 来 说 ， 设 集合 4 下 
示 某 教室 座位 的 全 体 ， 集 合 吾 表示 某 班 学 生 的 人 全体， 为 了 比较 4 
与 如 的 元 素 个 数 的 多 寡 , 所 用 的 办 法 就 是 将 也 的 元 隶 一 一 学 生 , 都 
适 到 教 宝 里 去 ， 让 他 们 与 和 4 的 元 素 (座位 ) 作 一 一 对 应 ， 假 如 每 一 
个 学 生 都 占据 了 一 个 座位 ， 反 过 来 ,每 一 个 座位 都 坐 着 一 个 学 生 ， 
B 其 有 相同 的 个 数 ， 这 个 方法 ， 可 以 用 来 对 一 般 的 集 台 之 冰 进 行 
元 素 个 数 的 比较 ， 

定义 3 在 集合 44 与 五 之 间 ， 若 存在 一 个 一 对 一 的 映射 , 则 称 
集合 4 与 BB 是 对 等 的 ， 记 为 4~B， 或 者 说 ，4 与 互 具有 相同 的 
人 

(*) 率 书 以 论述 实数 构造 为 主题 ,但 在 本 音 , 鸭 了 说 理 当 便 ， 我 们 并 不 回避 列举 
实数 集 的 便 子 , 这 在 迎 辑 上 , 无 悖 于 以 后 的 论述 . 

根据 证 区 可知 集 全 之 则 的 对 等 福 足 以 下 三 条 : 

i ) 对 于 每 个 集合 4, 都 有 4 一 4 

ii) 车 A~B, 则 B~ 4; 

ji 者 4 一 五 ,五 一 C 则 4 一 它 . 
自 本 章 下 一 节 的 讨论 , 即 知 妹 侣 之 间 的 对 等 是 一 种 等 从 关系 , 在 这 种 等 价 其 承 下 , 对 等 


的 集 侣 都 属于 同一 等 价 娄 。 所 户 集 全 的 势 , 力荐 污染 合 所 及 等 价 类 的 标志 ， 它 完全 确 
定 了 那个 等 价 类 . 


® Jj$ » 


以 4、B 分 别 表示 集合 4、B 的 势 ， 则 4~8 亿 可 以 表示 为 
= 万 ， 空 集 避 的 势 记 为 0, 即 名 二 0b. 

鞠 4 与 8 不 对 等 , 但 4 与 8 的 一 个 于 集 对 等 ,此 时 我 们 称 4 的 
势 小 于 五 的 势 , 或 称 8 的 势 大 于 4 的 势 , 记 作 和 4 过 8B 或 BB> 4. 

我 们 以 叉 记 自然 数 金 体 所 成 之 集 , 设 记 是 任 一 自然 数 ， 以 夺 ， 
记 一 切 不 大 于 的 自然 数 所 成 之 集 ， 称 为 自然 数 ( 由 五 截 得 ) 的 
一 节 . 

定义 6 任何 与 自然 数 某 一 节 等 势 的 集 , 称 为 有 限 集 ， 否 则 ， 
就 称 为 是 无 限 集 ， 空 集 规定 为 有 限 集 . 

显然 , 任何 两 个 菲 空 的 有 限 集 , 当 且 仅 当 它们 与 自然 数 的 同一 
个 节 入 s 对 等 时 , 才 是 等 势 的 。、 因 此 , 一 最 集 的 “等 势 "， 乃 是 有 限 
集 的 具有 相等 个 数 元 素 一 语 的 拓 广 .而 对 于 有 限 集 碎 * 来 说 ， 它 
的 势 是 由 记 唯 一 确定 的 , 因而 我 们 可 以 直接 用 自然 数 下 来 表示 它 ， 
于 是 , 有 限 集 的 势 就 是 我 们 平常 所 了 解 的 元 素 的 “个 数 ”, 而 势 的 相 
等 和 大 小 , 也 就 是 寻常 自然 数 之 问 的 相等 和 大 小 . 

自然 数 集 六 不 能 与 它 的 任何 一 节 对 等 ;因此 是 一 个 无 限 集 . 
自然 数 集 的 势 , 我 们 用 字母 只 o( 读 作 阿 列 夫 零 ) 表 示 ,， 即 惟一 六 
显然 只 ,不 等 于 任何 自然 数 , 它 大 于 任何 自然 数 ， 

[ 俩 1] 全 体 侦 数 通过 一 对 一 的 映射 2m->n(n 表示 任何 自 
然 数 ) 可 与 自然 数 集 建 立 对 等 关系 ， 因 此 个 数 集 与 自然 数 集 是 等 
势 的 . 

[ 例 2] 区 间 (0, 1) .上 所 有 实数 通过 映射 fx->100z 可 与 区 
间 (0, 100) 上 所 有 实数 建立 对 等 关系 , 因此 (0, 1) 与 (0, 100) 上 的 实 
数 是 等 势 的 ， 

[ 俩 3] 如 15 页 图 ,48 是 一 条 无 限 长 直线 , WS 是 网 的 直径 ， 
449， 在 圆周 上 任 取 一 点 PCP 起 NN)， 连 接 NP 并 延长 , 使 交 
直线 4 于 @, 这 个 由 了 到 8 的 步 台 就 构成 了 轩 周 (除去 点 驴 ) 到 无 


s 了 了 本 


限 长 直线 4 的 一 个 映 
射 ， 这 个 映射 是 一 对 一 
映 上 的 ， 因 为 对 于 直线 
上 的 伍 一 点 久 连接 入 @， 
必 交 贺 周 于 队 一 的 点 P， 
这 样 我 们 就 证 明了 类 掉 
一 个 点 的 圆周 和 无 限 长 
直线 ， 作 为 点 集 来 讲 是 等 势 的 ， 

上 例 中 , 若 取 4 为 坐 称 原 点 , 直线 49 为 横 轴 ，4 为 纵 畏 ， 并 


设 AS =1, 加 半径 08 二 ON ==1, 记 NP 所 对 的 圆心 角 为 g， 则 已 点 
的 些 标 为 (sin8,2 十 cos9)， 令 日 点 坐标 为 (zx, 0), 则 不 难 写 出 映射 


P> 的 解析 表示 式 为 一 3ctg5- (0<9<2x). 


以 上 各 例 说 明 , 一 个 无 限 集 可 以 与 它 的 一 个 真子 集 等 势 , 而 这 
是 任何 有 限 集 都 没有 的 一 个 性 质 ， 无 限 集 的 这 个 特性 也 可 以 用 来 
作为 无 限 集 的 定义 . 

在 集合 论 里 面 , 关于 集合 的 势 , 证 明了 如 下 命题 中 . 

命题 1 1 4，B 是 任意 两 集 ， 万 、B 是 它们 的 势 ， 则 关系 


2 若 集 4 的 势 大 于 B 的 势 ，B 的 势 大 于 的 势 ， 则 4 的 势 大 
于 0 的 势 
上 述 命 贺 告诉 我 们 ， 对 任何 两 个 集 ， 它 们 的 势 总 是 可 以 比 加 
的 , 而 且 可 以 像 有 限 集 那 样 ， 按 元 素 “ 个 数 ”的 多 容 ， 排列 出 大 小 顺 
序 来 . 
与 自然 数 集 对 等 ， 亦 即 势 为 只, 的 集 , 常 称 为 可 数 集 ， 所 谓 可 
数 , 就 是 指 集合 的 元 烷 , 可 以 像 自 然 数 那样 ,一 个 接 一 个 地 加 以 数 
出 来 ， 实 际 上 ， 一 个 可 数 集中 与 自然 数 # 对 应 的 元 素 若 记 为 mr， 
加 


那 未 这 个 可 数 集 就 可 以 表示 为 {3 2 *…}》. 

定义 7 设 j 是 自然 煞 党 六 到 集 4 的 一 个 映射 ， 售 a 一 了 (1) 
为 自然 数 % 的 像 ， 洛 将 值 域 了 (NN) 中 的 全 部 元 素 ， 按 其 原 像 (自然 
数 ) 的 大 小 顺序 排列 起 来 , 即 得 1， 94,…, 称 为 集 4 上 的 一 个 序列 
(简称 为 序列 ), an 称 为 是 这 序列 的 第 % 项 . 序列 党 记 为 C0, Ga 
或 {9x). 

下 面 证 明 一 个 重要 的 命题 ， 

命题 2 有 理 数 全 体 组 成 的 集 晶 是 一 个 可 数 集 . 

为 证 明 本 命题 , 我 们 先 证 明 下 述 辅 助 命题 : 

(1) 一 集合 为 可 数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 全 部 元 素 可 以 排 成 
序列 : ny Go 

(2) 可 数 集 与 可 数 集 (或 有 限 集 ) 的 和 和 集 二 为 可 数 集 . 

(3) 可 数 集 的 任何 无 限 子 柴 仍 为 可 数 集 ， 

(4) 自然 数 偶 全 体 组 成 的 集 型 一， n)|m,n 自然 数 ) 是 一 
可 数 集 . 

辅助 命题 证 明 ”命题 (1)、(2)、(3)， 读 者 可 作为 练习 自行 证 
明 ， 为 证 明 (4), 我 们 将 了 娃 中 的 爹 部 元 素 询 出 如 下 : 


po 7 etAAa 网 
Ar 二 一 一 3) (2d) = "» 


Ce (3,2) p> ei 3) (34) "** 


‘4 pe (4 2) td) 


a 二 


在 上 述 表 中 , 按照 简 关 所 示 的 对 角 线 方向 , 即 可 将 形 中 的 全 部 元 素 
排 成 序列 , 从 而 证 明 型 为 一 可 数 集 . 

命题 2 的 证 明 以 @;、@- 分 别 表示 正 、 仙 有 理 数 集 ， 由 于 
她 一 总 ULO 8- ,而 昌 ; 与 8- 显然 是 对 等 的 ,因此 根据 辅助 命题 


(2), 只 须 证 明 8 为 可 数 集 即 可 ， 今 将 @ 中 任 一 元 素 一 (mm 互 


硕 , 并 规定 名 ,加 为 己 正 ) 与 六 中 的 元 素 (m, RW) 对 应 , 这 个 对 应 构成 
了 纪 与 计 中 的 一 个 无 限 子 集 型 的 一 对 一 的 上 映射， 据 畏 助 命题 
(3), 形 " 为 可 数 集 , 因而 昌 ; 亦 为 可 数 集 , 从 而 证 明 旬 是 可 数 集 ， 合 
题 证 毕 . 

读者 还 不 难 证 角 如 下 简单 事实 : 

命题 3 无 限 集 必 合 有 可 数 子 集 ，, 

这 个 事实 告诉 我 们 , 可 数 集 乃 是 “最 小 ”的 无 限 集 ,因而 中 6 十 
最 小 的 无 限 集 的 势 .. 

有 设 有 势 大 于 答 。 的 无 限 集 昵 ? 康 托 尔 在 1872 第 证 明了 : 
(0,1) 上 的 全 体 实数 ,是 一 个 热天 于 稚 。 的 集 ， 从 而 第 一 次 证 明了 
存在 不 可 数 的 无 限 集 ， 实 数 集 的 势 , 种 称 为 连续 统 的 势 , 以 字母 
表示 .5 大 于 针 6 这 个 事实 的 证 明 , 我 们 将 在 本 书 附 菜 H 中 给 出 . 
下 面 举 图 一 个 不 可 数 集 的 例子 . 

例 5 是 一 切 由 自然 数组 成 的 序列 (qi, me …) 所 组 成 的 集合 ， 
SS 一 {(0) | aENC%=1,2,…)}， 我 们 证 明 六 是 一 个 不 可 数 集 .用 
反 证 东 ， 假 如 8 是 一 个 可 数 集 ， 则 可 将 其 元 素 排 列 成 序列 : es 
32，,…, 其 中 

81 = (C61, lay ***) 


S25 (al, Han, pp 


今 取 吕 中 的 元 素 s= (al 二 1， 十 1 …)， 这 个 元 素 必 排 在 立 的 庄 


由 Fr 


列 之 中 , 因而 一 定 对 应 一 信号 码 , 比如 $= 二 $;。 因 为 8; 的 太 列 中 第 
了 项 是 下 六 而 另 一 方面 ,由 s 的 选 法 , 知 它 航 第 了 项 是 9;; 十 1, 这 就 
导致 戏 秆 .这 个 六 首 说 明 仿 不 可 能 古 可 数 集 ，. 

有 没有 势 比 ¢ 大 的 无 限 集 电 在 集 合 论 里 下 明了 如 下 事 洋 ; 
车 下 是 由 集合 好 的 一 切 子 集 所 组 成 的 集 ， 则 下 > 形 ， 因 此 ， 无 限 
集 没有 最 大 的 势 ， 


习 是 
1， 在 共有 乓 个 元 事 的 有 少 集 4 中 , 存在 光 少 个 集合 4 到 自身 的 机 射 
2， 4 是 具有 个 元 束 的 有 限 集 ,BB 是 所 有 和 4 的 子 集 所 组 成 的 集 , 证 明了 
的 势 为 2， 
3， 证 明 辖 助 审题 (12、 (2), (3). 
4， 证 明 负 题 3. 
5、 找 出 一 个 一 对 一 的 册 射 证 明 间 位 圆周 上 的 点 与 区 间 人 D，13 上 的 点 学 
势 . ， 
5. 证明 自然 获 集 合 丸 的 一 切 有 限 子 集 组 成 的 全 合 是 个 可 数 集 . 
7， 证明 可 数 个 可 数 集 的 并 集 还 是 个 可 数 集 . 
3， 庶 4 是 一 个 无 限 集 , 如 是 有 4 的 一 个 可 数 子 集 且 稚 及 仍 为 无 限 集 ， 则 


A\B = 


$3 等 价 关 系 和 分 类 


依据 等 价 关 系 对 集合 中 的 元 素 进行 分 类 , 在 数 的 构造 理论 中 ， 
有 者 重要 的 作用 . 

定义 8 如 果 在 集合 总 的 元 素 之 间 , 定 关 了 一 种 美 系 ”~ : 它 
使 得 3 中 任意 两 全 元素 0, 86， 或 者 它们 之 问 有 着 这 种 关系 ， 记 为 
0~b, 或 者 没有 这 种 关系 ,二 者 人 必 居 且 仅 居 基 一 ,并且 它 还 满足 下 
列 三 律 : 

i) GE ( 自 反 律 ); 


二 


1 帮 oo 则 bs {对 称 律 ); 

iii) 车 a~6,B~e, 则 a~e (传递 律 》， 
则 称 上 述 关 系 为 上 的 一 个 寺 份 关系， 

[和 例 1 集合 8 为 平面 上 的 三 角形 的 全 体 ， 仿 上 的 关系 "~ 
定 疼 为 两 三 角形 相似 .， 则 对 于 驴 中 的 任何 两 个 三 角形 ， 相 似 或 不 
相似 两 者 必 居 且 权 乙 其 一 。 此 外 ， 容 易 说 明 这 个 相似 关系 满足 等 
价 美 系 三 律 ， 因 此 它 是 瑟 上 的 一 个 等 价 关 系 . 

[ 例 2] 设 允 为 整数 集 , 症 2 上 定 头 一 种 同人 条 关系 如 下 ; mn, 
为 任 两 整数 , 阁 mr 一 # 可 被 2 整除 , 则 称 r、s 为 模 2 同 余 ， 记 为 
训 三 4(m0d2), 或 1m 一 % 三 0(mod2)， 今 验证 幕 数 集 上 的 模 2 间作 
关系 居 一 个 等 价 关 系 : 

i)》 因 台 一 村 一 0 可 被 2 六 除 , 故 贡 宇 mmod2), 

证) 困 # 一 如 一 一 (也 一 和 中， 蒋 环 一 名 与 八 一 和 有 同样 的 可 除 性 
质 , 从 而 由 六 三 3%fimod2) 可 推 着 加 三 名 (mod2) 

iii) 车 m= 三 nCmo0d2), 90sETVitnod2)， 则 9 一 牙关 ~ 均 可 被 2 
整除 ， 由 此 知 w 一 1 一 (% 一 丰 十 (8 一 卜 亦 可 被 2 整除 ， 这 培 明 于 
三 Emod2) 

所 以 整数 集 上 的 模 2 同 余 关 夭 是 一 个 等 价 关 系 ， 我 们 可 以 将 
上 述 定 头 中 的 2 改 为 任何 自然 数 即 得 整数 集 上 模 卫 的 同 余 关 
系 , 同样 可 以 证 明 , 模 ?的 同 余 关 系 , 是 整数 集 上 的 等 价 关 系 . 

[ 例 3] 庶 恕 是 由 所 有 有 理 数 序列 (au wm, …)? 所 组 成 的 人 党, 在 
S 上 定义 关系 ~” 如 下 : 车 两 个 有 理 数 序列 (61，pz *…') 和 (81,，B， 

… 广 中 lim (b, 一 4) 一 0 网 人 ea pa 答 易 验证 
这 样 定义 的 关系 “和 ~ ~” 福 足 等 价 关 系 三 律 ， 因 此 它 是 仿 上 的 一 个 等 
价 关 系 . 

一 个 集合 3, 若 在 它 上 面 定义 了 一 个 等 价 关系 ， 则 它 的 元 素 就 

可 以 按 彼 此 是 否 等 价 去 进行 分 类 ; 若 gr 六 则 称 到 属于 同一 类 ， 


® jo + 


否则 就 称 .5 不 属于 同一 类 ， 凡 与 a 属于 同一 类 的 一 切 元 崇 所 成 
的 集合 称 为 以 & 为 代表 的 等 价 类 ， 记 为 S56, 和 于是 按照 等 价 关系 三 
律 , 可 知 : (1) 总 中 任 一 雹 素 , 必 卢 于 某 一 非 空 等 价 类 ;(《2) 任意 两 
个 等 价 类 3 和 六, 当 且 仅 当 G~ 电 时 , 有 六。 一 六 ,而且 在 相反 情形 
下 ， 有 S615, = 人 颖 ， 这 样 ， 集 妨 即 可 按 等 价 关 系 分 解 成 各 不 相 效 
的 非 空子 集 ( 等 价 类 ) 之 和 ， 其 中 属于 同一 子 集 的 任意 两 个 元 素 是 
党 价 的 ， 反之， 把 集 含 如 表示 成 某 些 互 不 相 变 的 非 空 于 集 之 和 的 
任意 一 种 分 解 , 都 相应 地 在 总 中 确定 了 一 个 等 价 天 系 : 号 中 任意 两 
个 无 素 当 且 仅 当 宅 们 属于 辕 一 个 非 空 子 集 时 , 才 是 等 价 的 .因此 ， 
在 集合 如 上 定义 一 个 等 价 关 系 , 实际 上 , 就 是 确定 一 种 将 总 表示 为 
互 不 相 涡 的 非 空 子 集 之 和 的 分 解法 . 

例如 在 5 例 2 ] 中 , 整数 集 台 按 模 2 同 余 关系 进行 分 类 , 即 可 得 
两 个 等 价 类 So、 SS1， 共 中 9 为 偶数 集 ， 即 余数 为 0 的 集 ! 3 为 奇 
数 集 ， 即 余数 为 1 的 集 ， 类 似 地 整数 集 若 按 模 ? 同 余 基 系 进 行 分 
类 , 则 可 得 2 个 等 价 类 , 即 余数 分 别 为 90,1,…,P 一 1 的 整数 所 成 的 
集合 , 称 为 模 卫 的 同 余 类 ， 这 样 ， 在 模 罗 的 同 余 关 系 下 ， 整 数 集 即 


分 解 为 呈 个 瑟 不 相交 的 非 至 子 集 ( 模 卫 同 余 类 ) 之 和 。 


习 题 


1. 在 县 有 加 个 元 素 的 有 限 集 中 , 可 以 定 尺 名 少 种 不 同 的 等 价 关系 ? 

2. 如 果 在 集 S 上 育 两 种 等 价 关 系 *~ “和 ”~"", 证 明 : 由 “9q~8” 可 推出 
“aa 一 5” 的 充分 必要 条 件 是 等 价 关 和 “~ ”的 每 个 等 价 类 都 是 等 价 基 系 “ 一 ” 
航 刍 价 类 的 非 空子 沫 . 


84 球 


定义 9 “一 个 集合 8 称 为 是 有 序 的 ， 假 如 在 其 元 素 之 间 定 义 
了 一 种 顺序 关系 “<”, 满足 下 述 公理 : 


+ 2 + 


i) 对 于 二 中 任 党 两 个 元 么 45， 有 县 仅 有 下 这 二 省 之 一 : 
rp, pd. Gb 

1 由 az 可 推出 5， 

在 一 个 有 序 集 里 ， 若 o-48， 则 称 e 在 之 先 ， 或 5 在 6 之 
后 ， 亦 可 以 记 为 Ba. 

[ 例 1] 设 Z 是 全 休整 数组 成 的 集合 ， 六 是 自然 数 集 ， 在 2 
上 定义 顺序 关系 “一” 如 下 : 对 于 性 意 两 整数 .5, 藻 5 一 8EN, 则 有 
人 

显然 ,上 面 定 闵 的 整数 顺序 ,就是 通常 所 了解 的 整数 之 则 的 大 
小 师 序 “< 二”， 容易 验证 ,这 种 大 小 顺序 满足 顺序 公理 ， 

[ 例 2] 设 入 为 自然 数 集 ， 对 于 驻 中 企 两 数 4、 5b， 者 有 bb 一 4 
二 Ce(eEND), 则 定 头 4 之 8， 按照 自然 数 公理 { 风 下 笃 )， 拓 六 中 任 网 
数 a,5, 有 且 仪 有 以 下 三 考 之 一 : 9 一 6,& 一 8 十 c, 8 二 9 十 0， 共 中 e、 
2 为 自然 数 ， 因 此 ， 六 中 任 两 数 G、5， 有 且 仪 有 下 述 关 系 之 一 : 
a 一 6b,@<<b,b<g, 即 满足 顺序 公理 让 同样 容易 证 明 它 也 满足 顺序 
公理 i1i), 

上 上 面 别 举 的 整数 与 自然 数 的 硕 序 关 系 ， 都 是 通常 所 知 的 大 小 
顺序 ， 于 同样 的 办 容 ， 我 们 可 以 定名 有 理 数 和 实数 的 大 小 顺序 ( 见 
以 下 各 党 )， 但 不 要 以 为 ， 对 于 数 的 集合 ， 就 只 有 大 小 上 顺序， 以 下 
两 例 , 说 明 我 们 有 还 可 以 赋予 数 集 以 其 它 形 式 的 顺 邦 ， 

[ 例 3] 设 mma 为 自然 数 集 太 中 任意 两 数 ， 则 它们 可 以 崔 一 
地 表示 成 形式 ; % 二 22(24 十 了 ), 沿 二 27021 十 ,其 中 几 革 三 0 
1,2,…， 我 们 在 六 上 定 头 疆 订 天 系 “类 下 : 

Rw 当 且 仅 当 p< 外 或 P=9 但 有 < 其 中 二" 系 揭 整 数 的 
寻常 大 小 顺序 . 

污 者 容易 验证 , 如 上 规定 的 自然 数 顺序 添 足 顺序 关系 二 公理 . 
按照 这 个 顺序 , 自然 数 的 排列 应 当 是 : 


1, 3,5, …, 2, 6, 10, …， 4, 12, 20, ». 
事实 上 , 我 们 可 以 看 到 , 对 任 一 个 自然 数 的 序列 
gas en 
假 大 每 一 个 自然 数 在 这 个 序列 中 都 出 现 一 次 且 公 出现 一 织 ， 那 本 
它 就 规定 了 自然 数 集 六 的 一 个 顺序 关系 , 因此 , 自然 数 集 上 的 顺序 
关系 可 以 有 无 穷 客 个 . 

[ 例 4] 2 是 全 体 复 数 所 组 成 的 乐 合 ， 在 复数 党 里 ， 并 被 有 
像 实数 那样 的 大 小 上 顺序， 现在 我 们 在 C 上 定 交 一 个 顺序 如 下 : 设 
“一 Re 月 一 下 ”是 任意 两 个 复数 ， 其 中 0 所 "外 < 过 2x， 规 定 
%、B8B 间 的 一 个 顺序 一 为 : 《一 且 妆 且 仅 当 素 二 站， 或 下 一 召 " 但 
90 一 8" 容易 验证 如 上 定义 的 复数 间 的 顺序 ， 洲 足 须 序 尖 系 二 

对 于 复数 集 , 我 们 还 可 以 定 交 许多 其 它 不 同 的 顺序 . 

对 一 个 有 限 集 合 来 讲 ， 基 元素 间 的 任何 一 种 排列 即 定 浆 了 一 
种 顺序 , 反 过 来 , 任何 一 种 顺序 也 必 确 定 元 素 的 一 种 排列 ， 

一 个 集合 ,不管 是 有 限 的 或 是 无 限 的 , 我 们 虽然 可 以 在 它 上 面 
定 饼 许多 顺序 ， 但 并 不 是 每 一 种 顺序 都 是 有 意义 的 ， 因 为 我 们 现 
在 要 讨论 的 ,是 具有 代数 和 运算 的 集合 (现下 节 代 数 系 与 代数 运算 ) 
因此 , 只 有 那 种 在 代数 运算 下 仍 保持 养 顺 奋 性 质 的 顺序 关系 , 才 古 
有 价值 的 ， 馈 如 在 5 例 3] 中 给 出 的 自然 数 的 顺序 下 ， 我 们 任 取 三 
个 自然 数 9.8、c, 其 中 6 一 六 读者 不 难 改 更, 这 办 2 一 Dec 十 2 
十 并 不 一 定 成 立 。 又 如 对 于 复数 集 ， 就 不 存在 像 实 数 所 具有 的 
大 小 顺序 ， 那 末 , 什么 样 的 集合 , 存在 着 在 代数 运算 之 下 仍 保持 不 
变 的 顺序 关系 呢 ? 这 一 问题 ， 将 在 下 面 二 节 的 讨论 中 得 到 答复 ， 

定义 10 A4,B 是 两 个 有 序 集 , 涛 存在 4 到 B 的 映射 了 使 得 对 
于 4 中 任意 两 个 元 素 4 一 2 都 有 大 四 一 了 及， 则 称 映射 了 和 古 保 序 
的 ， 若 保 序 映射 是 一 对 一 映 上 的 ， 则 称 有 序 集 4 与 召 是 相似 的 ， 


由 放出 


容易 看 出 , 有 序 集 之 间 的 相似 关系 , 是 一 种 等 价 关 系 . 


习 是 
1， 试 在 有 理 数 集 上 定义 一 个 异 于 大 小 顺序 的 顺 译 关系 . 
2，1"， 证 明 按 自然 数 的 大 小 顺序 ， 任 意 两 个 无 限 的 自然 数 子 集 都 是 相 
似 的 有 序 集 ， 
2*， 举 例 说 明 按 有 再 数 的 大 小 顺序 , 存在 无 限 多 个 两 两 不 相似 的 有 理 数 
无 限 子 集 ， 


$3 代数 运算 和 代数 系 


定义 11 对 于 集合 4 来 说 ,如果 存在 着 一 种 法 则 ， 使 得 4 中 
任意 两 个 元 素 组 成 的 序 偶 (9, 妇 ), 必 队 一 地 对应 于 几 中 的 一 个 元 素 
0, 则 称 在 集合 4 内 确定 了 一 种 代数 运算 . 一 个 集合 ， 如 果 在 它 上 
面 定 允 了 适合 某 些 规则 的 一 种 (或 多 于 一 种 ?代数 运算 ， 就 称 为 万 
一 个 代数 系 ， 

在 上 还 定 艾 中 , 用 “ 序 侦 "一 词 ， 是 为 了 说 明 任 何 两 个 元 素 和 
2, 通过 代数 运算 所 对 应 的 元 素 6. 一 般 说 来 ， 是 与 9.8 的 次 序 有 关 
的 ,好 (&, 的 与 避 9 作为 不 同和 的 序 偶 ,它们 所 对 应 的 元 素 ， 末尾 是 
相同 的 . 

[ 例 1] 有 理 数 的 集合 是 具有 两 种 独 六 航 代 数 运算 一 一 加 法 
和 乘法 的 代数 系 ， 共 它 的 数 集合 , 如 自然 数 集 , 整数 集 , 实数 集 , 复 
数 集 等 , 也 都 是 具有 两 种 独 六 代数 运算 取代 数 系 ， 

不 要 以 为 只 有 数 的 集合 ， 才 具有 代数 运算 . 近代 科学 技术 的 
语言 , 早 如 将 实施 代数 运算 的 对 象 , 迁 远 超出 了 数 的 范围 ， 芯 如 万 
学 中 的 力 , 速 度 , 加 速 麻 ; 下 何 学 中 的 估量 ; 代数 学 中 的 多 项 式 、 拖 
许 ; 分 析 学 中 的 国 数 . 算 子 … 等 , 都 是 代数 运算 的 对 象 . 

[ 例 2] 集合 4=1a, 人 ,其 中 心 8 是 两 个 动作 :6 一 千 越 马路 ， 


s JF # 


8 一 原 地 不 动 . 我 们 在 几 中 定义 两 个 动作 间 的 代数 运算 一 一 称 为 
“ 浅 法 ”一 一 为 连续 进行 两 个 动作 ， 并 以 符号 ”， "表示 之 ,于 是 得 
让" 让 一 站， Gb—o, pro=a, bb=h 
因此 4 构成 一 个 二 元 的 代数 系 ， 这 个 二 元 代数 系 的 运算 ， 可 以 通 

过 “ 导 丢 表 来 表示 : 


[ 例 3] 设 4 是 整数 集 上 模 3 的 同 余 类 和 集 ， 因 此 4 是 由 三 个 

元 素 ( 间 余 类 ) 组 成 的 集 ， 4 二 {50，,，;} ， 我 们 定居 辐 余 类 之 间 
的 加 法 为 ; 

So 十 Ds 一 应。 
间 时 我 们 还 可 以 定 疼 同 侠 类 之 则 芍 生 洁 为 

So Cn 
根据 上 面 定 必 的 加 、 滋 运算 ， 我 们 可 以 写 出 4 的 如 法 表 和 烹 车 表 
如 下 : 


. ] nn 8| 起 在 
| | 

So || #0 So | 30 

| #0 名 | a 

各 了 S| Gn 总 ] 


由 上 例 可 见 , 对 于 公共 有 有 限 元 素 的 代数 系 , 它 的 代数 运算 总 
可 以 通过 列表 弧 出 . 


2 


和 在 示 带 的 代数 承 中 , 它们 的 代数 运算 一 一 名 法 或 对 法 都 月 
满足 一 定时 运算 规则 , 现 交 其 中 最 管见 的 规则 , 列 学 如 下 : 


一 一 


i) 交换 举 上 -= ala db -br 


(oY: ;会 嫂 亚 a ee) He atbey (ab.e 


ae | gth. 0 =a ar 


(3) 分 屿 华 -ou=ha: ch 
应 ~ b= Fr —— ab -ae 
1 推出 6=e 推出 p= 


| 在 在 老 元 素 0， 即 对 十 任 ， 存在 单位 元 1， 即 对 于 伍 
15) 堆 元 长 单 应 元 | 
区 | 条 有 ao 本 何 % 有 l=0 


一 一 一 一 一 一 一 一 


| 对 在 何 a 存 丰 全 元素 (，a) 对 任 倍 ws 0， 在 但 首 这 
.使 < 上 (一 站 一 站 | 1!l 合 #18-.| 

我 们 平常 所 接触 到 航 代 数 系 , 有 的 仅 有 具有 一 种 代数 运算 , 有 的 
则 兼 有 两 种 代数 运算 .一 -个 县 体 的 代数 系 ， 其 代数 运算 当然 并 不 
一 定 要 全 部 满足 上 面 所 列举 的 运算 规 旭 ， 例 如 自然 数 系 ， 对 于 吉 
法 不 满足 《5)，、(6)， 对 十 乘法 不 满足 (6). 读者 不 妨 彼 行 验证 : 
对 二 上面 [ 例 2j 中 所 列举 的 代数 系 ， 它 的 敢 法 运算 满足 厂 法 的 全 
部 运算 规则 ; 对 于 [ 例 3] 中 列举 的 代数 系 ， 除 去 乘法 运算 不 满足 
14) 6) 以外, 它 满 是 加 , 缮 运 曝 的 其 它 全 训 运 算 规 则 , 而 对 于 滋 渤 
至 算 和 的 (4)、(6), 条 和 柱 44 中 删 去 加 法 零 元 So, 那 末 它 也 是 注 是 的 . 

在 加 法 与 滋 法 运算 宝 足 结合 律 的 代数 系 内 ， 对 于 任 条 目 然 数 


{*) 在 一 般 代 数 系 中 , 其 “加 基 " 与 " 需 罕 ”与 平常 大 家 所 熟 亚 的 数 的 加 涛 与 来 
法 , 中 完全 不 辕 的 ,但 为 了 方便 起 见 ， 我 们 对 于 一 般 代 数 了 系 的 运算 ， 仍 条 用 “ 却 法 与 
乘 活 "的 名 称 , 并且 仍然 沿用 "二" 和“， "作为 运算 符号 ， 这 方面 的 区 别 ， 项 该 洁 不 下 
混 背 . 


(从 契 长 开 元 


2 D3 


2 我 们 本 以 定 艾 


如 存 一 在 十 在 十 交 * 十 走 
一 人 全 一 
三” 一 全 全 人 
个 

在 以 后 讨论 中 ， 找 数 系 若 不 特别 指明 ， 人 恒 谈 其 满足 运算 规则 
《1)( 27 (31 

在 一 个 定义 了 加 法 运算 的 代数 系 内 ， 若 对 于 任意 两 个 元 素 4 
5, 方 程 4 十 z=5 桓 有 唯 一 解 , 则 称 此 解 > 为 元 素 5 与 4 之 差 , 记 为 
5 一 a， 这 种 由 a、 确定 出 8 一 a 的 送 算 , 称 为 减法 运算 , 它 是 加 法 
运算 的 道 运算. 凡 具 有 减法 运算 的 代数 系 ， 必 有 委 元 素 路 0 一 6 
一 6。 方程 sa 十 32 一 0 的 解 , 称 为 4 的 负 元 ， 常 记 为 (一 的 ， 显 然 我 们 
有 8 一 4 一 5 十 (一 0), 

在 一 个 定义 了 乘法 运算 的 代数 系 内 ， 假 如 对 于 任意 两 个 元 素 
4、 6 假如 代数 系 同 时 月 加 法 运算 的 话 ， 则 6 不 为 加 法 零 元 素 )， 
方程 44 一 5 恒 有 哗 一 解 , 则 称 其 解 * 为 5 与 4 之 商 , 记 为 581， 这 
种 由 a.5 确定 其 商 5/a 的 运算 , 称 为 除法 运算 , 它 是 乘法 的 逆 运 算 . 
凡 有 共有 除法 运算 的 代数 系 ， 必 具有 单位 元 素 1, 1 一 4/atg 夺 0). 广 
程 oz 二 1 的 解 ， 称 为 如 的 道 元 ， 记 为 和 或 1/a， 显然 我 们 有 /a 
p(y , 

并 不 是 具有 加 法 , 秉 法 运算 的 代数 系 ， 必 具有 逆 运 算 ， 例如 自 
然 数 系 , 是 具有 加 , 乘 两 种 运算 的 代数 系 , 但 是 在 自然 数 系 内 , 对 性 
何 两 数 a.5, 方程 4 十 %==b 和 ow=bB 并 不 总 是 有 解 的 ， 因 此 对 这 两 
种 运算 它 都 不 可 能 有 道 运算 ， 像 自然 数 系 的 这 种 情况 : 即 不 能 月 
由 地 在 尾 总 两 元 素 之 间 ， 施 行 城 法 或 除法 , 我 们 就 说 ， 自 然 数 系 对 
于 减法 或 除法 ,是 不 封 亲 的， 同样 地 , 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 整数 系 
米 说 , 方程 # 十 %==6 恒 有 解 ， 国 此 它 具 有 加 法 的 赣 运 算 ， 而 方程 


= 


qzx=5 却 并 不 总 有 解 ， 因 此 对 乘 法 就 无 逆 运 算 ， 所 以 整数 系 对 于 
减法 来 说 , 是 封闭 的 , 而 对 于 除法 却 是 不 封闭 的 . 

在 仅 具 有 一 种 代数 运算 的 代数 系 中 , 最 重要 的 是 群 和 半 群 , 它 
们 无 论 在 理论 和 实际 的 问题 中 , 都 有 很 重要 的 应 用 ， 

定义 12 具有 一 种 代数 运算 的 代数 系 , 假如 这 一 运算 满足 结 
合 律 ,并且 具有 逆 返 算 , 则 称 此 代数 系 为 群 ， 若 这 一 运算 同时 又 应 
足 交 换 律 ， 则 称 为 交换 群 或 阿 贝尔 (AbeD 群 ， 若 具有 道 运算 的 条 
件 不 成 立 ， 则 此 代数 系 就 称 为 半 群 

因此 , 对 于 加 法 群 来 讲 , 方程 sc+z=5 恒 有 解 ; 对 于 乘法 赂 来 
讲 ,方程 oz=5 恒 有 解 ， 

[ 例 4 ] 自然 数 系 对 于 加 法 和 乘法 都 构成 半 群 ; 

整数 系 对 于 加 法 构成 群 ; 对 于 乘法 构成 半 群 

分 数 系 ( 正 有 理 教 集 ) 对 于 加 法 构成 半 群 ; 对 于 乘法 构成 群 

有 理 数 系 对 于 加 法 构成 群 ; 其 非 零 数 对 于 乘法 亦 构成 群 . 

上 述 群 均 为 交换 群 

[ 例 5] 4BCD( 图 ) 为 一 
正方 板 ，O 为 其 中 心 , 集合 6 
= {Bo, Bi, By, Bs, HF, D, DE 
由 8 个 线 固 定点 0 的 刚体 运动 组 
成 , 其 中 Ro、 RI、Rs、Rs 分 别 表示 
绕 O 点 沿 咕 时针 方向 作 0"、90"、 
180"、270° 的 旋转 ; 五 .7 分 别 表 
未 以 水 平 轴 如 ' 玉 " 和 垂直 轴 名 P" 为 轴 各 作 180° 的 旋转 ; DD' 分 
别 表 杀 以 对 角 线 4C 和 BD 为 轴 各 作 180" 的 旋转 . 

我 们 在 G 上 定义 两 个 元 素 的 “乘法 ?运算 为 连续 施行 两 种 运 
动 ， 如 RR 一 到 ( 先 施 行 Bs 再 施行 忆 , 后 同 ), HV =Rs, RH=D， 
HR 二 D' 等 
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. 上 
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上 
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读者 不 准 上 自行 验证 如 在 上 还 “乘法 运算 下 是 封 肝 的 ， 即 台中 
括 何 两 个 运动 的 “ 积 ”, 仍 汐 如 中 的 一 个 运动 ， 显 然 训 是 避 中 的 单 
位 元 , 任何 运动 如 有 省 元 ,如 日 =H, Vi=F,D 二 D,D "i!= 吵 . 
RR 一 情 ， 避 2 一; 等 .因此 如 是 一 个 群 ， 由 RHR=D 寺 HR 可 看 
山 , 这 个 群 不 是 交换 群 , 

往 辐 时 具有 两 种 运算 的 代数 系 中 , 最 重要 的 十 环 和 域 . 

定义 13 设 代 数 系 4 和 有 两 种 代数 和 运算 一 一 加 法 和 乘法 ， 若 
对 于 加 法 , 它 为 一 区 换 群 , 对 于 屁 污 ,为 一 尘 群 , 片 且 对 于 如 靶 和 和 慰 
人 法， 满足 分 配 律 ， 则 称 4 为 坏 . 一 个 环 , 疹 其 所 有 手 霍 元素 对 滋 法 
构成 交换 群 ， 则 称 为 域 . 

由 以 上 定 关 拓 , 域 是 一 个 对 于 加 , 乘 及 它们 的 道 运 算 减 、 除 ( 除 
去 零 苑 素 ) 均 为 封闭 的 代数 系 , 这 是 一 种 最 为 便 要 的 代数 系 . 在 数 
系 的 范围 内 ， 整数 系 ,分 数 系 均 是 坏 , 而 有 理 数 系 ,实数 系 ,复数 系 
均 为 域 . 

[ 例 6] 2; 是 整数 环 的 榄 加 辐 余 类 集 ， 若 8、P 为 任 两 整 玫 ， 
以 分 别 表示 以 08 为 代表 的 找 了 同 余 类 ， 我 们 在 ,上 定 浆 
加 法 与 溢 法 如 下 ; 


坑 机 证 明 如 上 定 尽 的 运算 所 得 到 的 元 素 是 唯一 的 ， 并 本 因 代 表 元 
来 0、8 选择 的 不 同 而 异 ， 事实 上 ， 我 们 任 取 二 atmodp)， 
三 b{modp), 出 国 
(a+b) mA)= 【全 一下) 十 7 一声 ) 

等 式 布 肯 可 为 站 整除 ， 藤 知人 十 上 三 (Toodp)， 从 而 得 
a' -0 二 4 十 b， 同 理 ， 由 于 

apr—ab—ob— ab| a ab=—a(b b+ —a) 
等 式 有 端 可 为 了 卡 除 , 故 知 25' 三 5《mod?p), 从 而 得 人 一 号. 
sh 不 


因此 , 同 侈 类 的 运算 , 完全 通过 它们 代表 元 索 的 运算 来 确定 ， 
不 因 共 代表 元 的 选择 而 寞 ， 出 此 可 推 基 | 同 余 准 集 2 5 的 代数 起 
证 ; 以 有 具有 整数 环 运 算 间 样 的 性 质 , 因此 2 也 是 一 个 环 . 

现在 我 们 来 证 明 ， 当 ? 为 一 素数 时 , 2; 为 一 域 ， 即 项 要 证 明 、 
对 于 任何 6EZs， 当 a 二 0 时 ,方程 琵 =5 有 唯一 解 ， 因 为 2 只 
有 了 个 元 案 ;0,1,…,(p 一 1)， 将 它们 同 冬 以 # 得 了 个 元 素 : 2z0， 
a 了 .及 (一 1). 这 些 元 不 , 如 果 都 不 等 于 六 则 它们 中 必 至 少 有 两 个 
元 索 相 等 , 不妨 设 看 一 王 { 其 中 由 一 人， 于 是 由 叫 三 焉 (modz)， 知 
Qt 一 有 可 被 了 整除, 很 手 交 为 素数 的 假设 , 条? 必 可 整除 或 及 一 
8， 而 因 5 二 0，0< 一 A<<D， 故 知 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 一 定 存 在 
+Ez,， 使 得 五 =5， 同 理 可 证 明 这 样 的 乏 是 唯一 的 ， 于 是 证 明了 
Zs 是: -个 域 ， 

[ 例 7] 没 他 为 有 理 数 天. 记 QCV 2 ) 为 所 有 形 如 a 一 bv 2 
的 数组 成 的 集合 ， 共 中 6.5 为 @ 中 任意 有 理 数 ， 设 w 一 4 一 bs 2， 
一 ctav 2 为 Ql 2) 中 任意 两 个 数 , 定 六 它们 间 的 加 法 与 柔 
法 如 下 : 

a B={(ate)-t+(b ja 2 
aB— (oc 20d) .tad + bo) 2 

容易 验证 上 还 定 从前 适 算 都 满足 侨 换 ,结合 .分配 三 律 , 对 于 匠 法 ， 
可 得 零 元 素 为 0 十 0 2， 对 于 梯 法 , 可 得 单位 元 素 为 +0 2 . 
对 任 - * 非 零 元 表 wa 一 z-ha 2， 可 求 出 它 的 送 元 于 为 7!= 


2 这， 因此 @(V3) 是 .- 个 域 
习 ”是 
i 证明 伐 6 同 余 环 多 不 能 有 除法 . 
2， 全 出 模 3 同 爹 环 经 的 吉 荡 者 与 素 法 卉 . 
3 在 一 个 域 里 面 定 上 明 ( 一 2 一 可 二 


4， 在 [ 例 5 的 正方 形 运 动 群 中 ， 计算 元 素 VD,， DR R(HER,), 


(RH)R,. 
5. 设 下 为 一 域 , 9.8、t 为 下 的 任 音 元 素 , ¢ 志 0, 证 更 等 式 ， 

» 0 ob 
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2” (acm=ac—be 
-五 是 所 有 有 有理数 偶 (&, 人 ) 所 组 成 的 集 台 ,和 在 下 圭 定 区 各 法 与 乘 泪 部 
下 ;: 
(G1 Ga 二 Ch 2) = {+b G+ b) 
{oi BB) = Gb ds, 96, — 6b) 
试 站 :到 是 一 个 环 ? 一 个 城 ? 
7 上 题 中 , 若 绩 鞭 定 义 改 成 
(1, a) hy Bod = Cod, ob od) 
证 召 下 是 一 个 以 习 , 全 为 单位 元 素 的 环 ， 
8， 知 站 为 整数 ,8 为 素数 ,证 明 67 二 a (mo9gp). 
9. 证 明 方 程 ws=35(modl100) 无 解 


56 序 环 ( 域 ) 


定义 14 一 环 ( 或 惑 ) 下 称 为 是 可 序 的 ， 假如 存在 它 的 一 个 真 
子 集 忆 ， 称 为 二 的 正 元 素 集 ， 满足 以 下 性 质 : 

i) 对 子 任 一 aEF, 下 列 三 者 局 且 仅 居 其 一 : 

epP, qa=0, ~—aéP; 

ii) 蕊 ge 了 Pp, 经 P， 则 abeP; 

iil) 水 oo€EP, bEP,， WW a6eP. 

命题 4 三 为 一 可 序 域 , 已 为 其 正 元 素 集 , 则 对 于 性 意 非 零 元 
素 eEp 必 有 ESP, 特别 地 下 的 单位 元 1&P. 

证 明 设 s 节 0， 则 由 上 述 定义 所 述 性 质 i， 有 asP 或 埋 
一 叭 已 ， 在 前 一 情形 , 根据 性 质 iii, 有 虹 一 aasP; 在 后 一 情形 , 有 
一 《< 一 一 (一 和 (一 人 ESP， 政 在 任何 情形 下 , SP 成 江 ， 特 


(+ 甘于 {一 和 一)=98 见 上 节 的 习 症 ， 
a 3 »: 


别 地 1 一 1EP， 售 题 证 经. 

在 可 序 环 ( 域 ) 中 ， 我 们 可 以 得 到 一 种 在 加 法 和 乘法 运算 十 保 
持 不 变 的 脐 序 关系 (大 小 天 系 》. 

设 玉 汰 -可 序 环 ( 域 })，P 卫 为 其 正 元 崇 集 ， 则 我 们 在 下 上 定义 
顺序 关系 如 五 ， 对 于 五 中 任意 两 元 素 .58, 车 5 一 gEP， 则 称 a 小 
于 如 记 为 a<b, 或 称 了 8 大 于 6 记 为 了 D> 

我 们 证 明 辑 上 定义 的 关系 “过” 广 是 顺序 公理 。 首 党 ， 由 定义 
14 的 性 质 外, 知 对 于 元 宕 5 一 &, 下列 二 者 居 且 仪 居 其 一 :5 一 aoePP; 
b—a=0; 一 收 一 0) 二 a 一 bEP. 于 是 按 “ 之 ”的 定 区 可 需 : #< 二 如 ; 
6 一 人 如 a 三 者 也 必 居 且 仪 居 其 一 ， 因 此 关系 “二” 满 吓 顺序 公理 
1). 其 深 设 5 之 8 和 Bb<e, 即 5 一 geP 和 5 一 8EP， 和 于 是 由 定 交 14 
的 性 质 站, 可 得 c 一 8 一 (0 一 站 十 (6 一 2)EP, 有 即 gs<c 故 顺 序 公理 
ii 亿 宣 足 ， 因 此 关系 "< "定义 了 可 序 环 ( 拭 ) 五 上 的 一 个 顺序 . 

对 于 任 一 个 五 的 正 元素 所 由 8 一 0 一 aEP， 推 知 go 六 反之 ， 
对 任 一 己 中 元 素 9>0 可 有 4 一 a 一 EP， 故 9 为 正 元 素 。 因 此 , 
为 所 的 正 元 素 的 充分 而 必要 条 件 是 o>0， 妈 正 元 素 力 是 大 于 0 的 
元 素 ， 另 一 方面 ， 由 人 驴 >0， 根 据 定义 14 人 性质 二 ,0 十 gE€P 即 0 一 
(一 DEP, 可 推 郑 一 2<0， 故 知 任何 正 元 素 的 加 让 逆 元 必 是 小 于 0 
的 元 素 , 通 和 项 称 之 为 负 元 素 ， 

因此 , 可 序 环 { 域 } 叉 称 为 有 序 环 ( 域 ), 且 正 元 案 就 是 大 于 0 的 
元 素 . 

命题 5 设 玉 为 有 序 环 { 域 ) “<”" 是 于 上 用 下 元素 集 P 所 规 
定 的 顺序 , 4,8,¢ 为 上 任意 元 素 , 则 有 : 

]， 若 #8, 刚直 c<b+c: 

2, a0, 0<e, MI ac<phes 

3， 若 4 二, 5 二 0, 刚 GE 

证 明 留 给 读者 . 


定义 15 ” 设 丈 为 有 序 环 ( 域 )， 严 的 任 一 元 素 9 的 绝对 值 |a 
规定 为 : 
Hd， 当 G0 
[sf 0, 当 &=0 
一 C， 当 G<D 
以 定 疼 ， 可 证 期 下列 等 忒 及 不 等 式 ; 
1 fabl== |allel 
2. :GE 十 下 委 1G 十 | 可 | 


(af— lelila -6 


ey 


习 题 

]. 证 明 ， 在 有 兰 城 内 , 洲 a 网 站 5 
. 证 明 : 在 有 序 城 内 ,和 若 91= 二 可 必 可 推出 4a== 办 ， 

?在 上 节 梧 题 7 拟定 哆 的 环 下 上 , 定 共 一 个 顺序 其 下: 

i 证明: 1 "， 车 
0 tar a 和 bo， 有 OE, Gb 2), Dt Ce) (hi, be, 
夫 中 0 是 下 中 的 男 糯 零 元 (0,9)， 

3 ， 玉 不 满足 阿 基 米 得 公理 和 *); 

3 ， 再 不 是 一 个 布 序 环 . 

4 证明 复数 域 不 是 一 个 有 序 城 . 

5， 设 五 是 由 至 地 有 有 有 限 个 不 锻 于 8 的 有 理 表 6 为 项 的 有 理 数 序列 
一 CQ 的 公休 组 成 的 集合 ， 对 站 中 尾 读 两 个 元 斋 = {gn 和 5 二 (58,) 按 以 
下 规则 定 灶 加 法 ,条 计 和 湛 序 : 

Gh- 二 hi Os 二 bs, Gn bs ) 
pb, ps ob, bs a) 

4 之 b, 如 时 对 自然 数 子 集 {| 6680 中 的 最 小 数 po 有 ga 到 加， 
证 向: 下 证 如 上 上 定 尖 的 加 法 、 习 洁 和 罚 序 下 是 ~… 个 不 廊 足 阿 基 米 得 公理 *? 
的 和 三 于 ， 


局 


(FT -个 和 有 序 环 ， 若 对 于 它 的 芋 两 个 元 喜 bam0 履 冯 在 月 然 数 me 使 19 盖 pr 
阿 此 有 序 环 蒋 称 为 是 祷 硅 阿 基 杀 得 公 理 的 ， 
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§ 7 局 构 与 扩张 

环 的 一 个 子 集 , 若 对 于 加 、 减 , 乘 运算 封闭 , 则 仍 为 一 个 环 ， 允 
为 读 环 的 子 环 . 同样, 一 个 域 的 子 集 , 若 仍 为 一 域 , 就 称 为 该 域 的 二 
域 . 
定义 16 4.B 是 两 个 名 具有 吉 , 乘 运算 的 代数 系 , 若 存 在 4 到 
B 上 的 一 个 一 对 一 的 映射 也 使 得 对 于 和 中 任意 两 个 元 素 w、 咏 部 
满足 条 位; 

i) re 十 下 一 Pa) -上 7) 

ii) fap) -=f (oF) 

则 称 代数 系 4、B 是 同 构 的 ,此 时 隆 称 为 4、B 闻 的 一 个 同 构 映 射 
若 4 ,五 同时 又 是 有 序 集合 ， 并 且 4、B 闻 的 同 构 映 射 还 满足 条 
件 

iii) 车 6 一 王 , 则 产 (e) fi5) 

则 称 4 和 B 是 序 同 构 的 ， 

上 上面 的 定义 ， 对 于 4、 殖 仅 有 一 种 代数 运算 的 情形 ， 仍 然 适 
用 ， 从 代数 学 的 观点 来 看 , 两 个 代数 系 者 同 构 , 则 它们 就 具有 同样 
的 代数 性 质 , 意 即 :一 种 运算 性 自 为 甲 系 所 有 ， 则 通过 同 构 哑 射 
可 知 亦 必 为 乙 系 所 有 , 反 过 来 也 对 ， 因 此 两 个 同 构 的 代数 系 , 除了 
元 素 的 表示 形式 不 同 之 外 ， 雌 代数 构造 完全 相同 ， 所 以 从 代数 的 
观点 去 看 ， 同 构 的 代数 系 并 没有 什么 区 别 . 

有 了 问 构 这 个 概念 ， 我 们 就 可 以 进 - - 步 定义 代数 系 的 扩张 

定义 17 两 个 代数 系 4. 巨 , 苦 4 与 五 的 -~ 个 子 集 同 移 , 则 称 B 
是 4 的 一 个 扩张. 

于 述 定义 告诉 我 们 , 所 请 代数 系 的 扩张 , 并 不 是 形式 上 在 旧 的 
代数 系 上 徊 添加 新 的 元 素 ， 而 是 在 旧 的 代数 系 之 外 去 构造 一 个 新 
的 代数 系 , 这 个 新 代数 系 ， 其 元 素 在 形式 上 与 旧 的 可 以 完全 不 同 ， 

» 3 了 3 » 


但 是 它 包 含 一 个 与 旭 代 数 系 同 构 的 子 集 ， 因 而 从 代数 上 来 看 ， 它 
正 旧 代数 系 的 扩张 。 这 也 就 是 我 们 在 下 一 音 将 卓然 数 系 扩 弧 成 为 
有 理 数 系 的 途径 与 方法 ， 它 也 是 我 们 在 最 后 二 章 中 将 有 理 数 系 扩 
张 成 为 实数 系 的 途径 和 方法 ， 


pa 题 

1， 设 A= 和 巨 尽 ,了 7, 其 中 也 , 太 , 全 分 别 表 示 绪 固定 轴 沿 版 时 竺 方向 
作 0" .90°、180",270° 航 旋转 ， 现 个 旋转 的 葬 积 定义 为 连续 施 行 这 两 次 旋转 . 
证 团 保 4 对 上 述 乘 法 构成 改 , 并 且 上 与 作为 加 法 群 的 2 同 构 . 

2 证明 代数 妈 的 同 构 是 一 种 等 价 关 就 . 

3， 证 及 域 QZE)( 见 第 -章节 5[ 例 7]) 是 有 有理数 盛 怠 的 扩张 . 

4， 证 明 性 何 无 限 活 都 是 有 理 数 域 的 扩张 . 

5. 证 其 仅 具 有 3 个 元 素 的 域 必 与 2, 同 构 ， 一 个 仅 具 有 个 元 素 的 环 
是 否 与 Zp 间 构 ? 

6， 还 明 在 域 QC 23) 与 QCvV3)(Q(w 训 ) 的 定义 与 Ql(v 台 ) 袜 理 ) 之 辣 
不 可 能 存在 同 构 跌 射 ， 

7.， 环 Z; 什么 时 收 有 子 环 ? 有 用 个 子 环 ? {以 了 =6 为 俩 ). 

8，8(33) 罕 示 有 理 数 域 的 包含 无 理 数 咏 3 的 最 小 扩张 域 ， 写 出 
QC3/2) 中 数 的 一 般 表示 形式 . 
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第 二 章 ”从 自然数 到 
有 理 数 的 扩张 


$1 匡 定 数 系 逻辑 基础 的 意义 


自然 数 1,2，3, … 是 人 类 景 先 认识 的 数 系 .世界 圭 不 同 地 区 
的 许多 民族 ， 在 历史 十， 都 各 自 独立 地 用 自己 的 六 字 来 表示 自然 
数 . 随 着 生产 的 发 展 和 大 类 社会 的 进步 ， 上 大 类 文 在 认识 自然 数 的 
基础 圭 , 进一步 柴 握 了 分 数 , 负数 、 实 数 、 复 数 等 ， 使 得 数 的 语言 
扩展 到 了 更 广 的 范围 ， 然而, 地 许 这 些 随 时 都 在 使 用 着 的 数 , 对 于 
人 们 有 说 十 太 基 本 了 , 因此 在 十 九 世 所以 前 的 证 长 历史 中 , 没有 人 
感觉 到 有 需要 给 它们 以 严格 的 定 父 ， 

但 是 数学 的 深 人 人 发展， 却 愈 来 愈 迫 切 地 要 求 自己 有 一 个 坚实 
的 过 给 基础 .数学 分 析 经 过 了 十 七 、 十 八 两 个 世纪 的 于 勃发 展 以 
请 , 到 了 十 妃 世 纪 , 由 于 本 身 逻 辑 基 础 不 严 窗 ， 在 前 进 中 已 日 益 觉 
得 步 最 艰难 .前 两 个 世纪 说 区 下 来 的 那 种 赁 着 几何 直觉 和 物理 印 
象 来 进行 的 粗略 推 证 方法 ， 已 经 傅 来 合 显 得 不 适应 于 数学 分 析 进 
一 步 发 展 的 步伐 ， 在 分 析 学 里 , 波 尔 查 诺 . 维 尔 斯 特 拉 斯 , 歼 曼 (B. 
Riemann) 等 人 , 先后 举 出 了 处 处 连续 而 不 可 微 函 数 的 例子 , 此 外 ， 
义 如 用 二 角 辐 数 级 数 表 示 趟 连 针 阔 数 等 事例 的 出 现 ， 这 些 都 深 深 
地 震动 了 数学 者 , 它们 有 力 地 说 明了 , 直观 并 不 总 是 可 靠 的 ， 分 析 
学 不 能 把 自己 的 理论 系统 建筑 在 不 可 靠 的 直觉 腾 想 上， 而 必须 建 
下 在 严密 的 到 辑 基 础 土 ， 

数 学 分 析 理 论 的 韵 基 工作 ， 经 过 了 十 巨 世 纪 不 少数 学 家 的 努 
力 , 取得 了 很 大 的 成 功 ， 这 一 点 , 我 们 在 本 书 绪论 中 ,已 经 担 太 了 了. 
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数学 分 析 的 葛 基 ,必然 要 求 建立 严格 的 实数 理论 .这 是 显然 的 ,因为 
没有 无 理 数 的 严格 定义 , 没有 实数 的 完 省 性 质 , 就 不 可 能 严格 前 
极限 理论 ， 从 而 也 不 可 能 推导 出 连续 六 数 那 些 重要 的 性 质 以 及 关 
于 导数 .积分 的 一 系列 点 本 上 纤 质 ， 十 万 世纪 下 半 时 ,不 少数 学 家 从 
事 下 无 理 数 的 理论 及 实数 完备 件 的 研究 ， 并 最 后 完成 了 完备 实数 
域 的 构造 ， 这 方面 主要 以 梅 菜 , 康 托 尔 ,. 海 涅 (E. Heine)、 戴 德 爹 
短信 的 工作 为 标志 ， 特 别 是 康 托 尔 和 戴 德 金 的 实数 构造 理论 ， 为 
人 和 们 所 熟悉 ， 这 部 分 内 容 , 我 们 将 在 站 书 下 两 查 作 较 详 细 的 介绍 ， 

因为 无 理 数 , 是 以 布 理 数 为 出 发 点 构造 出来 的 , 因此 要 严格 定 
浆 无 理 数 ， 就 必须 严格 定义 有 理 数 ， 而 有 理 数 又 是 什么 昵 y 有 理 
数 是 以 自然 数 为 出 爱 点 构造 出 来 的 , 因此 为 了 定 多 有理数 , 就 追溯 
到 必须 严格 定 久 自然数， 这 样 看 来 ， 自 然 数 作为 其 它 数 系 温 辑 上 
的 出 发 点 , 世 识 成 了 整个 数学 分 析 大 厦 的 基石 ， 

但 是 ,自然 数 对 于 人 们 来 说 , 是 太 基 本 与 太 熟 悉 了 ， 对 于 这 样 
一 -个 不 言 而 喻 的 对 象 ， 难 道 还 需要 作 人 和 什么“ 定义" 吗 ? 德国 数学 家 
克隆 尼克 {LL. roneker) 就 向 说 过 : “ 整 狼 是 上 帝 给 的 ， 其 它 一 
切 都 是 人 造 的 "， 当 时 即使 像 维尔 斯 特 拉 斯 那样 思想 严密 的 数学 
家 ， 也 未 普 考 虑 到 要 对 所 请 造 物 主 给 的 这 一 堆 数 ， 给 予 严格 的 
定义 ， 

然而 严密 化 的 历史 潮流 ， 并 没有 给 自然 煞 以 “ 论 免 权 ”， 事 实 
上 , 僵 是 最 基本 的 , 狗 悉 的 对 象 , 就 愈 应 恋 吉 以 严密 的 规定 。 当 然 ， 
自然 数 的 定义 ,与 其 它 数 系 ( 如 有 理 数 、 实 数 ) 的 定 艾 方法 ,是 不 园 
的 ， 由 于 自然 数 是 数 系 的 出 发 点 ， 因 而 不 可 能 再 存在 其 它 更 为 基 
本 的 数学 对 象 , 使 得 自然 数 是 它们 演绎 或 构造 的 结果 ， 因 此 , 像 自 
然 数 这 翌 最 基本 的 数学 对 象 , 只 能 用 自然 数 自 身 的 性 质 去 规定 它 ， 
姥 末 在 数学 上 , 我 们 应 当 说 些 种 么 , 才 是 它们 本 质 的 、 完 全 的 描述 
有 也? 这 就 是 百 和 肉鸡 会 理 . 
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所 请 自然 数 公 理 , 简 癌 之, 就 是 日 然 数 在 逆 辑 上 的 最 高 诬 的 种 
最 简练 的 概括 , 它 由 自然 数 的 一 组 最 少 个 数 的 独立 性 质 所 组 成 , 同 
时 此 得 自然 数 的 一 切 其 它 性 质 , 均 董 省 于 它们 之 中 , 即 都 可 以 由 它 
们 演绎 而 得 . 

昕 然 数 公理 是 在 1889 年 由 意大利 数学 家 皮 亚 诺 (G. Peano》 
所 完成 的 , 常 称 为 皮 亚 诺 公 理 ， 但 这 组 极其 简练 的 公理 , 其 语言 形 
式 ,; 党 不 易 为 初学 者 所 接受 ,因此 在 本 节 ， 我 们 将 代 之 以 另 一 组 与 
皮 亚 诺 公 理 等 价 的 公理 ， 并 将 它 作为 下 面 构 造 有 理 数 域 的 罗 辑 出 
发 点 ， 皮 亚 诺 公理 , 则 附 在 其 后 , 以 资 介 绍 ， 所 谓 等 份 ， 是 指 从 皮 
亚 谱 公理 出 发 ， 斌 以 推导 出 在 下 一 节 殉 出 的 公理 中 所 包含 的 全 部 
和 性质 ; 及 过 来 , 从 焉 -市 列 出 的 公理 出 才 ， 也 可 以 推导 出 应 亚 话 公 
理 包 含 的 全 部 性 质 . 


8< 目 然 数 公 再 


自然 数 公 理 

自然 数 集 记 一 41,2,…} 丰 有 具有 下 述 性 质 的 迷 合 : 

ij 在 六 上 上 起 唯 -地 确定 两 种 独 衬 的 代数 知 算 一 一 想法 和 和 溺 
法 , 福 趾 交换 ,结合 ,分 配 二 律 ， 

11) 工 是 乘法 的 单 亿 元 , 即 对 于 任何 mW 六 ,有 1:% 二 %. 

iii) 乘法 注 足 消去 律 , 期 由 ma 一 ng 可 推出 好 一 人 

iv) 对 六 内 任意 两 个 数 mt, 有 且 仅 有 下 还 三 者 之 一 : 坝 二 % 
王 寺 人 一 荐 有 有 一 解 袜 各 ;下 十 8 == 刘 有 一 解 #E 态 . 

Vv) 有 限 归 纳 原 理 : 六 为 六 的 子 集 , 如 生 它 注 正 : (0 3S 包含 1 
(58) 5 着 包含 自然 数 % 则 必 包 含 8 十 1, 则 一 N. 

公理 中 的 性 质 耻 、ii)、iii) 确定 了 自然数 系 作为 代数 系 的 性 
质 ， 性质 iy) 删 说 明了 并 是 一 个 可 序 集 ， 事 实 上， 对 于 任意 两 个 
自然 数 m,R, 若 有 XEN, 后 各 十 zw 一 和 赐 规 定 宙 过 RR( 或 RW). 显 
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然 , 根据 公 惠 的 性 质 让 和 1V), 可 以 证 明 这 样 规定 的 过 ”和 室 足 顺序 
公理 , 从 而 它 是 为 上 的 一 个 顺序 ， 这 正 是 第 一 章 § 4[ 例 2] 所 证 明 
的 {注意 这 时 访 的 正 元 素 集 , 就 是 访 自 己 )}， 和 性 质 Y) 则 提出 了 所 然 
数 区 别 于 其 它 数 系 的 离散 特性 ， 它 也 是 我 们 常用 的 数学 归纳 计 的 
依据 . 

从 性 质 Y) 出 发 , 我 们 可 证 明 下 述 命 题 , 即 朋 然 数 的 恨 厅 性 , 它 
是 第 数学 归纳 法 的 依据 . 

命题 1( 最 小 数 原 进 ) ”自然 数 党 入 的 任何 非 空 子 集 态 必 有 最 
小 数 ， 即 存在 数 aES， 使 得 对 了 于 仿 中 的 任何 其 它 牢 然 数 58， 都 有 
rh. 

证 明 ” 普 鞠 我 们 证 明 1 是 六 中 的 最 小 数 ， 如 若 不 然 ， 则 存在 
0EN, 满足 6 二 1。 令 入 的 子 集 人 P= {zx|xEN,z>9), 则 知 1ET， 假 
设 自然 数 %ET, 则 显然 有 % 十 leET。 于 是 根据 自然 数 公 理性 质 V)， 
可 推出 全 二 NN， 但 a€T， 所 以 及 有 人 DP 三 对， 这 个 逢 盾 说 明了 1 必 
须 是 入 中 的 最 小 数 . 

仿 邯 虚 集 85。 车 沪 包含 1, 则 1 期 为 8S 的 最 小 数 ， 命 题 已 真 . 
下 面 假设 3 不 包含 1， 再 用 反 证 法 , 设 态 没有 最 小 数 , 令 陡 是 六 这 
样 的 一 个 子 集 ， 它 是 浆 中 所 有 小 于 如 四 的 任何 自然 数 的 集 ， 即 形 
一 (razcEN xz<5 5ES1， 于 是 出 假设 ，1E 弄 ， 今 设 人 为 好 中 的 性 
一 自然 数 , 我 们 证 明生 二 1E 于 人 令 5 是 3 中 的 一 个 自然 数 , 由 ?14 二 
2b, 知 存 在 自然 数 x, 使 内 十 4 一 名 这 里 对 不 可 能 等 于 1 因为 若 z= 
1, 则 二 就 是 中 中 的 最 小 数 , 与 假 广 矛盾 ,所 以 x 汪 >1， 由 性 盾 iY) 在 
在 自然 数 # 使 得 8%=1 十 护 于 是 得 癌 十 1 十 3#g 一 咏 这 就 推出 名 十 1 二 
5, 由 于 五 是 总 四 的 任意 数 , 所 以 mw 十 1 村， 根据 性 质 v)， 即 得 形 
一 六 , 改 3= 弛 ,这 当然 是 不 可 能 的 ， 所 以 83 必 有 最 小 数 ， 命 题 证 
毕 ， 

命题 2 ( 阿 基 米 得 公理 ) 车 5 为 任 两 个 自然 数 ,gq 二 5， 则 
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必 有 上 自然数 #, 使 得 jr9>5. 

证 明 留 给 读者 

附 

皮 亚 诺 公 理 ”自然数 集 入 是 满足 下 述 一 组 公理 的 集合 

1) 1 是 一 个 目 然 数 ; 

ii 洒 于 六 中 每 一 个 自然 数 %， 机 可 以 在 六 中 找到 一 个 确定 的 
后 继 数 1; 

iii) 对 性 何 自 然 数 %,，%* 三 1, 即 没 有 上 以 1 为 后 继 数 的 自然 数 ; 

iy) 和 任何 两 个 自然 数 芭 ,nm, 若 mm! =%', 则 吏 二 席 

v) 的 任 一 子 集 睐 车 满足 性 质 : (9) 1ES，{5) 由 neES 可 
推出 下 志和 殷 , 风 条 一 六 ， 

皮 亚 诺 公理 与 上 面 所 述 自然 数 公理 是 等 价 的 ， 事 实 上 ， 从 皮 
亚 诺 公理 出 发 ， 可 以 在 自然 数 集 交 中 唯一 地 定义 加 法 与 乘法 运算 
如 下 ， 


加 法 1 一 nt 
nm {nn 
乘法 n+] = 


下 
威 这 样 定 光 的 加 法 与 乘法 出 发 ， 妈 可 推出 前 面 所 列 育 然 数 公 理 的 
五 条 性 质 ， 反 过 来 ,从 前 面包 列 自 然 数 公理 的 五 条 基本 性 质 出 发 ， 
定义 任 一 自然 数 % 的 后 继 数 nw! 为 
| 
出 可 以 推出 皮 亚 诺 会 理 的 五 条 ， 这 方面 的 内 容 ， 因 为 并 非 本 书 主 
峙 ， 我 们 就 不 在 此 详 述 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 [1]， 


习 是 
1。 试 只 命题 1 出 发 证 明 第 二 数学 归纳 法 : 了 T 了 (D 是 与 自然 数 n 有 关 的 命 
" 


定 ， 攻 满足 1 ， 人 TC1) 成 站 ,2 。 由 了 (8) 对 一 切 小 于 包 的 自 然 数 成 立 可 推出 
下 {和 成立 , 则 了 (和 0) 对 所 有 自然 数 皆 成 六. 

2. 试 夫 本 节 所 判 自 上 加 数 公理 出 发 推导 出 皮 亚 诺 公 理 ， 

3. 寺 目 然 数 证 明 吉 社 消 去 律 ， 医 & 十 c= 二 5 十 t, 则 go== 昌 . 


§3 整数 环 的 构造 


本 节 将 从 自然 数 系 出 发 , 来 构造 整数 环 , 也 就 是 将 自然 数 系 扩 
玉成 整数 系 ， 下 节 将 从 整数 环 出 发 , 构造 有 理 数 域 , 从 而 完成 从 月 
然 数 到 有 理 数 域 的 扩张 , 

令 忆 = {(o,5)ia.5EN) 它 是 由 所 有 自然 数 侦 组 成 的 集合 .在 
万 上 定义 等 价 关系 "三 ?如 下 : 

《Ge, 人 三 (ct 党 有 吕 十 2 一己 十 红 
可 证 上 上 述 定义 的 关系 “=” 满 足 等 价 关系 三 律 . 三 律 中 的 廊 、 这 ) 
是 显然 的 , 今 证 证)， 设 (ge 本 三 (cg (ec, 办 三 (Ce, 有， 则 由 定义 
知 有 4 十 gd 一 5-| ce， 6 十 f= 二 Q--e， 将 等 式 两 端 相 加 并 运用 加 法 请 去 
律 ( 见 上 入 习题 3), 即 得 ae 十 一 8 十 e 从 而 证 明了 (oa 5)=(e, 让 ). 

下 面 以 (a, 仿 表 示人 ea, 纺 所 属 的 等 价 类 ， 显 然 ， 当 且 仅 当 汪 二 2 
=bte 了 时, (0,0) = {c,d). 

我 们 称 (4,5) 为 整数 , 今 Z 表 示 一 切 整数 所 成 之 集 、 在 2 上 害 
义 加 访 与 乘法 运算 如 下 ; 

Ca, B+ Ce, DD = Cate 8d) 
(0, 6) (c,d) = (ad be, bd—arc) 
为 了 说 明 如 上 规定 的 加 ， 乘 确实 定义 了 整数 集 2 上 上 的 两 种 代 


i#) 站 观 上 和 贰 ,DD 小 的 元 素 tq 外 事实 上 是 措 8 一 9. 等 价 关 系 (5, 3) 三 {3, 让 实际 
下 就 是 3 -5 一 6 一 8， 由 于 自 热 数 中 设 有 背 冰 的 减 拷 ， 而 负数 正 症 我 们 标定 六 的 对 象 ， 
网 此 不 能 用 户 天 这 个 尚 无 春兰 的 符 民 来 表示 签 梳 造 的 束 歼 ， 采 用 寡 然 数 侦 {a，2) 来 
户 示 化 定 交 的 融 数 , 契 一 种 龟 辑 上 严格 叙述 稀 手 尘 ， 在 下 一 节 有 惠 歼 和 锡 槐 苗 中 ， 我 们 
仿 村 采用 这 一 办 法 . 
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数 运 筑 ， 我 们 需要 指出 如 上 定义 的 运算 与 代表 元 的 选择 无 关 ， 即 
如 有 果 (e ,67 三 (6 90), (C2) 三 (0, 0), 则 必 有 有 
(a te, bta (e+e, +d) 
(Card be ,bat+oaec)==(tadirbe, BH-ac) 
这 部 分 的 证 明 留 给 读者 . 

因为 睛 然 数 的 加 、 乘 运算 满足 结合 、 交 换 、 分 配 三 律 ， 轩 此 
容易 验证 , 整数 集 上 所 定义 的 加 、 乘 送 算 亦 清 足 上 述 三 律 , 

由 于 Co a) 十 (00)==ta 二 6, 十 一 0, 人， 故 知 加 法 有 走 元 
素 (e, 四， 记 零 元 素 为 0. 

由 于 0, 0) 十 (0, 二 a5,a 十 太一 0, 故 知 (相对 十 加 法 有 
逆 元 素 (5, 0)， 这 说 明 整 数 集 儿 对 于 加 法 组 戌 一 交换 群 , 因此 名 是 
一 个 环 . | 

我 们 在 多 中 定义 正 整 数 集 呈 如下: = {a 四 15>9), 不 难 验 
证 , 正 整 数 集 忆 满足 第 一 音 定 义 14 中 正 元 素 集 的 三 条 性 质 ， 因 此 
多 是 一 个 可 序 环 ， 根 据 Z 的 正 元 素 集 ， 我 们 同时 也 就 可 确定 它 的 
大 小 磊 序 “< 之”， 所 谓 (8,8) 过 (6, 外 , 当 且 仅 当 bce<atd. 

我 们 把 正 整数 的 加 靶 逆 元 称 为 负 整 数 ， 于 是 整数 环 就 可 以 划 
分 为 正 整数 ，0 和 人 负 整数 三 部 分 ， 按 照 上 面 所 定义 的 大 小 顺序 ， 
正 整 数 是 所 有 大 于 0 的 著 数 ， 负 整数 是 所 有 小 于 0 的 整数 ， 一 个 
整数 (e, 50) 是 负 整 数 的 充分 必要 条 件 是 8<a. 

现在 我 们 将 一 切 正 整 数 表示 为 (1, 1+e]， 令 了 为 英 正 整数 集 
已 到 自然 数 集 丈 上 的 映射 : 

J: 0, 村 He) 一 一 > 
容易 验证 , 它 是 一 个 保 序 的 同 构 上 映射。 因此 , 正 整 数 集 忆 和 自然 数 
集 站 是 序 同 构 的 代数 系 ， 这 斌 说 明了 整数 环 是 自然 数 系 的 一 个 扩 
张 ， 因 此 、 我 们 对 正 整 数 和 自然 数 可 以 不 作 尾 何 区 别 ， 磊 % 表示 
自然 数 , 则 它 亦 表示 正 整 数 , 同时 一 x 则 表示 负 和 整数， 


重 学 下 业 


习 是 


1， 证 鳃 整 数 加 , 潍 返 滤 的 定义 与 代表 元 的 选择 无 尖 ， 
2， 试 从 自然 数 系 时 发 构造 分 数 系 ( 正 有 理 数 集 ), 


$4 整数 环 到 有 理 数 域 的 条 张 


仍 以 2 表示 整数 环 ， 考 虑 集合 四 一 (fo 人 | 2E2 0 于 0 它 
是 由 一 切 福 足 4 丰 0 的 整数 息 (a,3) 所 组 成 ， 在 吾 上 定义 等 价 关系 
“三 "各 下 

(qb) 涯 (tc, 0) 痘 即 ad=be 

如 上 定义 的 关系 "三 ”满足 等 价 关系 二 律 , 其 中 的 让),ii) 是 显然 的 ， 
今 证 iii): 由 (ae 人 三 1eG 和 fc 加 三 5e 力 , 根 根 “三 "的 定 浆 ， 有 
qu 一 5c 和 tf 一 de， 前 式 苹 e 得 le 一 bce, 区 由 de 一 tf 了, 人 恒 得 oc 
一 ze 于 是 由 “所 0 并 应 用 消去 律 扩 ， 即 得 叮 一 5e， 从 而 按 定 艾 ， 
即 得 (a, 5) 三 (e, 了)}。 这 就 证 明了 关系 “三 ”是 等 价 关 系 ， 

今 以 bfq 表示 (9, 5) 所 属 的 等 价 类 , 称 为 有 理 数 ， 共 中 6 称 为 
分 子 , a 称 为 分 层 ， 显 然 当 且 仅 当 od=be 时 , 才 有 5/a=d/e. 

以 @ 表示 所 有 有 理 数 组 成 的 集合 ， 称 为 有 理 数 集 ， 我 们 在 人 
上 定义 加 法 和 来 法 如 下 : 

bd betad 


二 人 ee 
bra bo 
(= 
需要 证 明 ， 上 述 运算 与 代表 元 的 选择 无 关 ， 设 一世 ,一 全, 经 
过 适当 运算 ， 可 得 出 
actoe Toad}—=ae' he tod), acb ad =—oa ec ba 


(*) 整数 对 莱 法 潢 足 深 去 律 ,是 因为 自 热 歼 对 乘法 庙 足 消去 律 ， 
* 2 


De tad _ betad oa pa 
壬 丰 - 一 二 
于 生 有 儿 ue oe’ oc 


人 
这 说 明 如 上 定 羡 的 加 , 乘 是 名 上 的 代数 运算 . 


因为 整数 的 加 \、 乘 运算 满足 交换 ,结合 ,分 配 三 律 , 出 比 不 难 验 
证 有 理 数 的 加 ， | 


由 于 二 十 和 一 此 一 二 ,因此 二 是 有 再 数 中 的 加 半 零 元 . 同时 因 


了 十 二 一 思 人 一 全 人, 故 知 二 "是 二 的 负 元 .于 是 知 有 将 数 集 


本 站 人 A 


关于 加 法 组 成 一 葡 换 群 ， 


同时 ， 因 (如 (入 )= 公 = 性 故 知 和 是 @ 中 的 乘法 单位 元 .又 


站 Ci 


因 当 50 时 (对 人 (多)= 弛 = 所， 克 知 间 是 了 的 乘法 道 元 ， 这 就 说 


阴 了 章 中 一 切 非 零 元 素 关 于 乘法 组 成 一 交换 群 ， 因 此 有 悍 数 集 龟 
对 于 上 述 的 如 , 乘 和 运算 组 成 一 个 域 . 


现在 来 建立 有 理 数 域 的 顺序 ， 我 们 定义 正 有 迎 数 集 己 = 人 
ab 为 正 整数 今 验证 它 满足 正 元 素 集 的 三 条 性 质 ( 见 第 一 章 定义 
14): i) 车 8 一 0 则 二 为 零 元 ;车 80 则 或 吧 >0, 或 o8<0, 在 
前 一 情形 ，EP， 在 后 一 情形 ， 一 ob 一 a( 一 5)>>0, 从 而 得 二 ~ 
一 (全 jeP ii) 车 卫 、 革 为 正 有 理 数 , 则 obg> 0, cd>0, 据 第 一 章 $6 
命题 4, 可 千 06 计 0, 六 了 于 是 可 得 gc(8t 十 dd) 一 abe: 十 cca, 


这 就 说 胃 了 了 二 十 二 一 22 十 ccP iii) 在 上 面 假定 下 , 可 得 (a8)(eu， 
(ac)(59)>0, 这 就 说 明 ( 汪 )( 全 )=25EP 


于 是 有 理 数 域 8 为 一 可 序 域 ， 根 据 正 元 素 集 ， 即 可 确定 如 的 


师 序 ， 当 也 一 三 为 一 正 有 理 数 时 ， 卫 之 呈 ， 由 此 即 可 推 知 半 之 上 


的 充分 必要 条 件 是 8c>ad. 
和 省 和 人 生 和 【可 人 


烤 数 集 开 于 的 卫 射 天 二 一 8， 这 是 一 个 和 到 2 上 的 保 序 同 构 峡 


币 , 二 此 多 与 世 物 一 个 子 集 周 构 这 就 说 明了 了 有理数 域 是 整数 坏 的 
一 个 扩张， 

作为 一 个 有 序 域 , 在 行 肾 数 焉 二 同样 可 以 按 上 一 章 定 区 二 于 
定妆 有理 数 的 络 对 怪 ， 满 足 第 一 章 半 6 本 尾 的 绝对 值 的 那些 等 式 
和 不 等 式 . 

对 了 于 放 理 数 臧 , 找 们 还 可 以 证 明光 的 两 个 重要 性 质 ， 

命题 3 【1)a, 为 任 两 个 有 理 数 ,a 之 8， 则 必 存 在 有 理 数 y 
满 壕 & 达 py 守 记 . 

(2)&,B 为 任 两 个 正 有 理 数 ,< 之 B, 则 必 存 在 自然 数 n, 使 aa>> 


证 明 (DD) 令 x 一 全，P 一 所 取 p 一 0， 即 得 a<y<p 


(2) 同 样 仿 一 也， 二 . 由 于 正 整 数 集 满足 阿 基 米 得 公 更 ， 
故 知 对 于 正 整数 pe, sad， 必 有 存在 上 月 然 数 站 使 025 一 哎 , 这 就 证 明了 
> 即 na 所 .证 毕 ， 

上 述 命题 谱 明 有 更 数 集 是 一 个 再 密集 ， 并 且 袜 足 阿 基 米 得 公 
理 ， 因 此 有 理 数 域 是 一 个 稠密 的 ,满足 阿 基 米 得 公理 的 有 序 域 


习 是 
1， 试 从 有 型 数 域 出 发 , 仿 巾 本 节 用 整数 构造 有 理 数 隐 方 法 ,或 者 上 节 用 
+ 过 宁 


自然 数 构 造 束 数 的 方法 , 构造 出 新 航 数 域 , 证 明 它 们 部 与 有 埋 数 域 自 身 阿 交 . 


$9 关于 有 理 数 域 的 缺陷 


人选 令 为 正 , 我 们 已 经 从 自然 娄 系 出 发 , 物 造 了 有 理 数 城 ， 这 是 
一 个 对 加 减 箭 除 四 则 运算 持 闭 的、 再 密 的 阿 基 米 得 有 序 域 .假如 
仅 具 有限 的 算术 运算 的 攻 度 来 看 问题 ， 这 已 经 是 一 个 完 寺 的 北 系 
了 .但 是 者 进 一 和 睹 从 变量 数字 的 角度 来 考察 回 题 和 的话， 则 它 还 在 
住 关 本质 上 的 缺 聊 ， 下 面 我 们 从 两 个 方面 来 谈 谈 有 理 煞 万 的 不 足 
之 处 . 

首先 , 从 分 析 学 的 基本 运算 一 -极限 的 角度 来 考虑 ， 我 们 在 
下 面 的 鲍 子 中 将 看 到 , 有 理 煞 域 在 极限 运算 下 , 在 是 一 个 者 财 的 数 
域 , 下 像 自 然 数 全 在 减 守 或 除法 运算 下 , 是 不 封 团 的 一 样 . 

在 第 一 华里 , 已 经 一 般 地 定 艾 了 混 4 工 的 序列 (网 第 一 堂 定 区 
7), 若 媳 为 有 理 数 集 , 则 得 到 有 理 数 序 列 ， 因 此 , 有 理 数 序列 , 刀 足 
自然 数 集合 到 有 理 数 域内 的 一 个 映射 了 

r 一 7 n=1,2,..) 

下 如 我 们 来 定 关 有 理 数 序列 的 极限 ， 

定义 1 设 {7,) 是 有 理 数 序 别 ， 如 果 存 在 有 理 数 i， 使 得 对 
于 任何 纵 定 的 让 有 理 数 2, 部 可 以 找到 自然 数 入 一 (8)， 当 自然 
数 8 之 交 时 , 便 有 不 考 式 

| < 


Hb 是 旺 上 和 四 


1 为 lim rn 一 
1 1 1 ' ,- 
[ 例 1] 有 理 数 序列 ( 二 ) 和 (过 ) 都 以 9 为 投 眼 . (证明 略 ). 
定义 2 设 (rn) 是 有 理 数 序列 ， 如 时 对 寺 任 给 的 正 有 理 数 2. 


者 可 以 找到 自然 数 入 一 Nts), 使 得 对 村 一 功 大 于 或 过 于 辣 的 日 然 
» AF 。 


数 站 和 六 , 不 等 式 
| 一 ”| < 
都 成 立 , 则 称 {7,) 是 一 个 有 理 数 基本 序列 . 

定 交 工 撕 出 , 对 有 极限 的 有 理 数 序列 (7 ) 来 庆 , 当 自然 数 %% 无 
限 弄 大 了 时， 序列 的 第 呈 项 可 以 与 一 个 确定 的 有 理 数 无 限 接 近年 
交 2 则 指出 ， 对 有 理 数 的 基本 序列 (fr。) 来 说， 当 香 然 数 无 搬 增 藉 
旦 ， 序 剂 人 rw) 的 任意 两 项 可 以 互相 无 限 接近 ， 这 是 一 种 自身 具有 
“北府 ”趋势 和 的 有 理 数 序 询 ， 

容易 看 出 , 一 个 收 化 的 有 理 数 序列 ， 一 定 是 在 理 数 基本 序列 . 
事实 上 , 若 lim 7, 一 4 则 对 性 给 的 正 有 理 数 se, 可 以 找到 自然 数 靖 ， 
当 自 然 数 % 宇 入 有 时, 有 


[rs i< 


于 是 当 自 然 数 7 主食 和 m 之 和 时, 便 有 


| 一 ?nm | 一 Ee i <| 7 一 了 | 十 和 一 rm| 


七 2 
“FT 要 好 


所 以 C7) 是 有 理 数 基本 序列 
反 过 来 , 如 果 (7,) 是 一 个 有 理 数 基本 厅 刚 , 它 是 否 也 一 定 疏 丝 
到 一 个 确定 的 有 理 数 呢 ? 答 业 是 否定 的 . 
L 例 2」 考虑 有 理 数 序列 (re 关 
TI = 0.1 
72 = 0.101 
rs = OO.101001 


ra = O100010:..0100..:01 
癌 一 1 个 


ss 二 


容易 验证 , 这 是 一 个 有 理 数 基本 序列 ， 因 为 对 任何 自然 数 站 之 上 和 
m 之 六 ,部 有 


[ra rnl To 
而 5# 当 加 充分 大 时 可 以 小 于 任何 预先 给 定 的 正 有 理 数 e。 因此 
只 要 取 站 充分 大 , 当 % 之 入 和 宙 实 六 时, 必 有 
| 7 一 | < 
然而 这 个 有 理 数 基本 序 剂 却 不 存在 有 理 数 的 极限 . 汉 了 证 蜡 
这 一 所 先 措 出 它 的 两 个 性 乒 : 
1 ”Ya<yn+ 尿 对 任何 自然 煞 由) 
2” 对 任何 的 自然 数 % 和 m 都 有 


2 


性 质 1 是 显然 的 ， 至 于 2", 当 次 之 8 时 ， 也 是 显然 的 。 下面 概 定 
守之 8% 出 


1 i 1 
m0 IO "Ir 


1 1 ] 


1 
EE 


1 1 
rat tr 1 10 ” 
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1 
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因为 


1 


1 
1 十"… mr 


所 以 性 质 2* 当 驶 <m 时 也 成 立 . 
如 果 (rs) 以 有 理 数 -z 为 极限 ， 则 由 1°, 对 每 一 个 %, 必 有 


TF 


名 
q 


此 四, 在 不 等 式 2* 中 , 让 如 国定 而 令 2->co, 即 得 
2 


Ti 
Oe -十 (本 十 时 


也 ro 十 (m=1, 2, …) 


于 足 对 任何 自然 数 呈 和 了 殉 恒 有 不 等 式 


如 2 
7 < 十 
g 


tr 
转 别 地 ， 取 R= 二 m= 多 则 得 
9 2 
Tr rs WE 0) 
从 向 推出 
了 全] 


到 1097 


J 十 1} 
由 


可 是 (p 一 grs)10 ”3 “是 一 个 整数 ， 因 而 上 述 不 等 式 是 不 可 能 的 ， 
这 个 矛盾 说 明 (r) 不 可 能 收敛 到 一 个 理 数 ， 
[ 例 3] 考虑 有 理 数 序列 (rs), 其 中 


1 i 1 加 ., 
ral {%=1, < 


先 证 明 它 是 一 个 有 理 数 的 基本 序列 ， 设 2 为 任 一 自然 数 , 我 们 有 


二 一 1 i _| i 一 
Tir TD (ny | Tm 

_ 1 1 1 

at 2 nr) (3) 


1 | 
Trt2) (R37 (np) | 


» 于 


1 | 1 
| 1- i 
(7 -|-1) | ] no (nh T (ne | 

| 1 1 
Di 
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于 是 ,对 手 任 给 的 正 有 型 数 e， 选 取 自 然 数 下 一 研 二 1 则 当 
所 
站 名 攻 4 上 和 驶 主谋 时 ,和 恒 有 
| Tn | <e 


因 嘴 {7 ) 是 一 个 有 理 数 基本 打 列 . 
下 面 让 明 它 不 可 能 有 有 理 数 的 棋 限 . 
根据 序 独 (7; ) 的 定义 , 容易 验证 下 列 两 个 不 者 式 
1” 对 竺 何 目 然 数 3 有 7 之 Yor; 


Ee 一 4 1 l 
2” 对 和 任何 自然 数 %>1， 币 Toartf tal Tar 


如 果 (7,) 有 一个 有 理 数 的 极限 二 则 由 1 和 2* 纯 知 ， 对 全 何 
自然 数 区 和 rw, 此 有 


Per et 
Tr Tn 


特别 地 , 令 2 一 到 一 8 则 得 
rar - 
于 是 有 
OP— qr oO— i!<l 
但 是 {pj 一 g77) {9 一 了 1 是 -个 整数 ， 因 而 这 个 不 每 蕊 起 不 可 能 且 ， 


所 以 tr。 不 可 能 以 有 理 数 为 其 极限 . 


(中 二} 帮 六 不 超 直 数 二 的 最 大 管 数 ， 


和 过 宁 曙 


上 述 两 个 例子 说 衣 , 有 理 数 域 在 极限 运 拭 下 是 不 封 团 攀 . 条 
些 有 理 数 序 到 本 身 尽 管 有 疾 罕 的 趋势 ， 但 是 在 有 理 数 的 范围 内 圭 
拨 不 着 一 个 极限 值 ， 有 理 数 域 的 这 种 “不 完备 性 ”， 正 夸 它 的 本 
质 的 馈 陷 ， 这 个 缺陷 使 得 数学 分 析 不 能 以 有 理 数 域 作 为 它 江 论 的 
基础 . 
下 面 黄 从 另 一 方面 的 观点 来 谈 谈 有 理 数 域 的 这 个 基本 缺陷 . 
在 绪论 星 已 经 提 到 了 上 古 和 希腊 毕 达 语 拉 斯 学 派对 不 可 公认 性 的 发 
现 ， 上 毕 达 至 拉 斯 学 派 从 大 自然 与 上 类 知识 是 既 一 致 又 和 谐 的 这 个 
信念 出 发 , 认为 数 是 构成 宇宙 的 桶 素 , 他 们 把 抽象 的 理性 观念 与 其 
体 的 经 验 混 合 起 来, 认为 物质 世界 只 不 过 是 数学 概念 的 共 体 实 更， 
自然 界 的 一 切 关 系 都 可 以 简化 为 数 的 美 系 一 一 “万物 篆 为 数 ”( 毕 
这 哥 拉 斯 名 言 ). 根据 这 个 情 念 , 他 们 试图 将 数 与 量 完 爹 等 同 起 来 ， 
认为 任何 线段 的 长 度 { 假 营 取 定 了 一 个 线段 作为 单位 长 度 ) 必 然 要 
对 应 一 个 有 理 数 .但 是 这 一 思想 很 快 就 幻灭 了 ,因为 他 们 发 现 单位 
正方 形 对 角 线 的 长 是 不 能 用 有 理 数 去 表示 的 ， 这 个 发 现 告 诉 了 人 
们 有 理 数 并 不 能 连续 地 铺 满 一 条 无 限 长 直线 ， 在 一 条 数 轴 上 有 许 
许多 多 的 点 的 “孔隙 ", 它们 是 不 能 用 有 理 数 来 表示 的 ， 那 末 , 我们 
应 该 怎么 样 去 扩充 数 域 ， 使 得 数 轴 上 的 “和 孔 斑 ” 都 能 够 无 一 坦 襄 地 
被 数 所 填 福 呢 ? 

正 蚌 对 有 理 数 的 缺陷 沿 着 上 面 两 个 方面 进行 思索 的 结果 ， 使 
得 康 托 尔 和 戴 德 金 在 十 蕊 世纪 下 半 叶 间 时 洞悉 了 无 理 数 的 本 质 ， 
并 得 到 了 表示 它们 的 两 种 形式 ， 从 而 独立 地 商定 了 实数 的 构造 理 
论 . 既然 有 凝聚 趋势 的 基 些 有 理 数 基本 序列 不 以 有 理 数 为 极限 , 那 
么 它 赋 应 当 凝 聚 到 无 理 数 ， 这 就 使 康 托 尔 找到 了 无 理 数 的 表示 形 
式 . 戴 德 金 根 据 毕 达 间 拉 斯 学 派 的 发 现 去 分 析 直 线 连 续 性 的 本 质 ， 
认识 到 它 并 不 是 单 洗 向 窗 性 就 能 立刻 得 到 的 , 直线 之 所 以 连续 , 是 
由 于 它 上 面 的 任何 一 点 都 把 直线 划分 成 了 两 部 分 ， 使 得 一 部 分 的 


"0 


避 师 征 企 兄 一 部 分 后 的 一 侧 . 反 过 来, 只 要 直线 划分 戌 了 这 样 的 两 
那 分 , 它 就 必然 变 有 一 个 分 界 点 , 所 忆 查 线 上 的 任何 一 点 亏 它 上 面 
的 一 个 分 割 万 是 一 回 事 ， 这 蒜 使 得 玛 德 金 得 到 了 另 一 种 无 理 存 的 
表示 形式 . 上面 这 两 种 实数 的 严格 的 构造 建 论 以 及 它们 的 等 价 性 ， 
我 们 将 在 下 两 章 里 介绍 ， 


3 题 
1， 证 明 由 递 推 公式 
jn 一 


下 -一 和 和 
t, i 在 [二 1, 之， 


决定 的 有 下 数 序 列 (zs) 是 一 个 基本 序列 , 并 且 它 林 吕 者 理 数 为 极限 . 


第 二 意 ”实数 的 康 托 尔 (Cantor) 构 造 


§ 上 康 托 尔 的 实数 定义 


从 上 “ 章 末 尾 所 举 的 例子 里 ， 我 们 看 到 了 有 理 数 集合 虽然 交 
于 四则 运算 是 封闭 的 , 然而 对 分 析 学 最 重要 的 运算 一 一 极限 , 却 不 
是 “封闭 "的 .若干 有 "凝聚 "特征 的 有 理 数 序列 在 有 理 数 范 辕 内 不 
存在 它 要 凝聚 独 的 那个 “ 数 ", 为 了 建立 分 析 学 的 严谨 臣 础 , 这 … 障 
得 必须 各 以 交 服 ， 箱 西 曾 侧 想 这 种 在 有 理 数 兢 围 内 没有 松 限 、 但 
本 身上 共有 凝 襄 特征 的 有 理 数 序列 就 趋 于 无 理 数 ， 但 是 这 时 必须 先 
验 地 假设 无 理 数 是 存在 的 ， 一 方面 要 把 无 理 数 定义 作 茜 些 有 理 数 
序列 的 极限 , 而 另 一 方面 , 这 些 有 理 数 序列 极限 的 在 在 性 闵 只 能 在 
有 了 无 理 数 之 后 才 得 到 保证 ; 这 就 产生 了 一 个 如 辑 的 自 邹 伯 环 . 这 
个 循环 ， 柯 西 当初 大概 并 没有 注意 到 ， 怎 拌 才能 得 到 不 依 末 于 极 
限 存 在 的 无 理 数 定 六 电 ? 上 九 世 纪 后 半 叶 经 过 梅 菜 、 维 尔 斯 特 拉 
斯 , 海 涅 和 康 托 尔 等 人 的 努力 , 次 于 完成 了 今天 所 谓 的 实数 的 康 托 
尔 理论 ， 

兰 虑 全 体 有 理 数 基本 序列 (**) 所 组 成 的 集合 . 丰 ， 在 这 个 集合 
上 引进 一 个 等 价 关 系 刀 下 : 

定义 1 设 (7.) 和 (ss) 都 是 有 理 数 基 本 序列 ， 如 果 iim(rn 一 
sa) 二 0， 则 称 {r,) 和 (C8) 古 等 从 的, 记 作 (ra 人 (sn 

不 礁 验 证 关系 "~ 是 一 个 章 价 关系 ， 它 把 焦 合 .各 分 成 了 石 干 
个 等 价 类 【参阅 第 一 章 弛 3)。 不 同等 价 炊 里 的 有 理 数 基本 序列 是 
站 凡 不 等 价 的 ， 面 在 每 一 个 等 价 类 里 都 可 以 任 选 一 个 有 理 数 基本 
序列 作为 代表 , 它 完全 确定 了 该 章 价 类 ， 


+ 2 


[ 例 1] 有 理 数 序列 (了 ) 和 (2 }》 以 及 每 一 项 部 等 本 0 的 序 


到 (C09), 它们 都 以 0 为 极 眼 ,所 以 它们 都 是 有 理 数 基本 订 列 , 月 局 
于 同一 个 等 价 灶 ， 

[ 例 2 1 设 (r,) 和 (Cs,) 是 竹 价 的 有 理 数 基本 序 到 ,有 目 序 烈 (7,) 
以 有 理 数 7 为 极限 ， 则 太 到 (3%) 也 以 了 为 极限 .内 为 对 于 尾 给 的 
下 有理 数 2, 所 据 limr 二 7, 可 以 找到 日 然 数 六 /|， 使 当 自 然 数 二 
入 上 肝 , 便 有 


-EE 
1 和 一 站 二 可 


万 外 , 根 握 (rw 人 Ts、 又 人 仁和 拥 然 数 光 s， 使 得 当 明 然 数 三 旬 ， 
于， 有 有 
| 一 人 | 下 


li 一 7 
那 末 , 服 丰 -max( 交 wa 则 当下 然 数 4 衬 六 时, 将 在 


| sa ?i]s rn 十 Ed 


即 jm 5, 一 r?， 如 时 记 每 一 项 都 等 于 7 的 常 值 序列 为 (rp)， 吊 
C7) (8) 和 (rx)) 都 属于 同一 个 等 价 类 , 显然 ， 这 个 等 价 类 里 的 任 
和 ~- 个 有 理 数 基 木 序列 都 以 有 理 数 7 为 它 的 极限 ， 很 自然 地 ， 我 
们 把 (row) 取 作 吓 这 个 等 价 类 的 代表 ， 
定义 2 ”有 再 数 丰 本 序列 的 集合 .ft 按 等 价 关系 “~” 划 分 的 钠 
一 个 等 价 类 称 为 一 个 实数 
下 面 我 们 用 希腊 字 邦 &、A8、y、… 表 共 实 数 , 而 用 也 表示 实数 全 
体 的 集合 ， 每 个 等 价 类 a 中 任 一 序列 (7,) 都 称 为 是 该 实数 的 一 个 
代表 , 即 有 理 数 基本 序列 (7,) 是 实数 a 的 代表 ， 当 且 仅 当 (r)Ea 
把 实数 定义 为 有 理 数 基 本 序列 的 等 价 类 ， 这 对 于 初 读者 也 许 会 感 
到 不 习惯 , 实际 上 类 似 的 情况 我 们 在 第 二 章 里 已 经 过 到 过 了 , 我 们 
» S53 » 


已 经 熟悉 的 负数 、 分 数 等 , 事实 上 都 是 某 种 等 从 类。 例如 , 负数 一 3 
可 以 同时 写成 


1 一 4 一 一 3 
2 一 5 一 一 ? 
3 一 6 一 一 3 


由 第 二 章 $ 3, 它 就 是 一 切 等 价 的 自然 数 偶 
(C4, 1), (5,2), (6,3), ee 


所 组 成 的 等 价 奖 , (4, 1) 是 它 芍 一 个 代表 ， 而 分 数码 可 以 同时 表 为 


2 3 
4' 6? 


| 


所 以 二 就 是 整数 偶 
(C2, 1), 4, 2), (6, 3), (8, 1) *"" 

所 组 成 的 等 价 类 ， 在 这 里 , 实数 也 是 一 个 等 价 类 , 它 的 代表 不 是 数 
伍 , 而 是 有 理 数 的 基本 序列 

设 了 是 一 个 有 理 数 , 则 每 一 项 都 等 于 的 序列 (ro) 确定 了 一 
个 的 等 价 类 , 这 个 类 里 的 任 一 个 有 理 数 基本 序列 都 以 7 为 极限 
很 自然 地 , 我 们 把 这 个 等 价 类 看 作 是 由 有 理 数 " 产生 的 它 所 确定 
的 实数 就 称 为 有 理 实数 ， 对 于 由 有 再 煞 * 产生 的 有 理 实数 ， 我 们 


特别 用 符号 7 去 表示 它 。 例 如 《06w) 成 (去 ) (一 1 3, …) 所 属 的 


那个 等 价 类 就 是 有 理 实数 三 《lo) 或 (二 ) 所 属 的 那个 等 价 类 是 
有 理 实数 工 

如 果 有 有 理 数 基本 序列 (rs) 没有 有 理 数 的 极限 ， 我 们 就 称 以 它 
为 代表 的 等 价 类 所 确定 的 实数 是 无 理 实数 ， 例 如 ， 第 二 章 $ 5 中 
的 例 2 和 例 3 里 的 有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 确定 的 实数 便 都 是 无 


| 与 村 二 


理 实数 ,前 者 可 以 表 成 无 限 不 循环 小 数 0.1010010001…, 后 者 晃 电 
自然 对 数 的 底 &. 
因此 , 实数 是 国有 理 实 数 和 无 型 实数 这 两 大 类 组 成 的 ， 


习 融 
1， 证明 本 节 定 名 1 中 前 关系 "~" 是 一 个 等 价 关 系 . 
2.， 省 明 rs 二 十字 十 十 二 (4 一 1 2,.…) 是 一 个 有 有 避 数 此 本 序列 . 


3. 证 明 7，==1 一 记 十 雪 一 让 二 二 (一 和 1 二 (wm3, 2 .是 一 个 有 
理 数 基本 序列 

4， 证 明 对 任何 有 理 数 ，， (三 都 是 一 个 有 再 数 基本 序列 

5， 设 有 肛 数 基本 序列 (7,) 和 (8) 不 锋 价 , 试用 se- 庄 言 损 述 之 . 


6， 证 明 ra 1 二 六 二 十 二 (W 一 1 2 …) 不 是 一 个 有 理 数 基本 序列 


§ 2 实数 的 加 法 及 其 运算 规律 

下 面 我 们 来 讨论 上 节 定 区 的 实数 如 何 进行 运算 以及 这 些 运算 
所 遵循 的 法 则 ， 显 然 ， 实 数 上 共有 的 运算 应 当 使 得 它 的 有 理 实 数 部 
分 完全 保持 有 理 数 的 一 切 代 数 运 算 性 质 ， 从 而 使 得 有 理 实数 集 是 
一 个 与 有 理 数 域 同 构 的 域 ， 这 样 才 能 使 得 我 们 所 构造 的 实数 是 有 
理 数 域 的 一 个 扩张 ， 

实数 是 有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 , 实数 的 和 , 也 就 是 等 价 类 的 
和 ， 等 价 类 的 和 该 振 样 理解 吧 ? 我 们 光 证 明 两 个 31 理 ， 

引 理 1 、 如 果 ( 人 (rw (sn 是 两 个 有 有理 数 基 本 谭 列 ， 则 (7 十 so) 
也 是 有 理 数 基本 序列 , 

证 明 因为 (7?,) 和 (so 都 是 有 理 数 基本 邱 列 ， 所 以 对 任 给 的 
正 有 理 数 <， 可 以 找到 自然 数 入 | 和 六:*。， 使 得 当 自 然 数 wz 六 和 

» FF 4 


它 
ra 一 an| < 一 
Ls 


而 当 自 然 数 nn 守 六 ;和 向 守 入 gl 种 


| 写 n sim! < 
懂 语 一 axtANi 则 寺 月 然 数 到 生 和 但 字 友 时 恒 有 有 


[rat sa)— {rnt sn) EL ro—rn | [8a— 8m| 二 


2 
故 {17rn 十 sa 是 有 理 数 基 本 亲 列 . 

引 理 2 没 (7a)、 (rn)、(s,) 和 (ss ) 痢 是 有 理 数 基本 序列 , 芳 
《7n 与 (7 等 价 ，(180) 与 (sa 等 失 ， 则 (7 十 Sn 二 5rx 二 sg 是 等 价 
的 太 理 数 基 本 序列 ， 

证 明 ”根据 引 盟 1 (rs 和 fa 二 si 部 是 有 埋 数 基本 序列 ， 
下 面 证 明 它 们 是 等 价 的 ， 对 任 给 的 正 有 理 数 2, 因 为 (9 与 (7 过 
价 , 所 以 可 以 找到 自然 数 译 ,使 得 妆 自 然 数 喇 大 六 1 时, 有 有 


同样 , 由 于 (C8) 与 (3 等 价 , 又 可 以 找到 自然 数 六 s 使 得 当 ma 
时 者 


| 3 一 3 < 
全 一 maxf Ni Ns), 于 未 二 日 无 8 有 时. 便 有 有 
人 
ee EE , 
To 


这 琶 古 说 (Ys 十 847 汪 Tn 十 30) 是 霖 价 的 ， 
锡 在 来 考虑 刻 何 定义 两 个 实数 的 和 和。 省 实数 上 是 以 有 理 数 基 
本 序列 (rs 为 代表 的 等 价 类 ， 实 数 有 是 以 有 埋 数 基本 厅 列 (sw 为 


5 


二 


代表 的 等 价 类 , 则 由 引 理 1, (十 sw) 是 一 个 有 理 数 基 本 序列 , 它 确 
定 了 一 个 有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 . 引 理 2 竺 诉 我 们 ， 这 个 等 价 
类 与 & 中 (三 的 选取 和 如 中 (sa) 的 选取 是 无 匡 的 , 因此, 它 是 完全 
被 & 和 8 唯一 确定 的 等 价 类 ， 我 们 就 把 这 个 等 价 类 确定 的 实数 定 
关 作 实数 && 与 8 的 和 ， 干 是 ,可 以 给 出 以 下 定 艾 : 

定 半 3 充实 数 & 定 以 有 理 数 基本 厅 别 (rs 为 代表 的 等 价 
类 , 实数 及 是 以 有 理 数 基本 序列 {sa) 为 代表 的 等 价 类 ， 称 以 C7， 十 
saj 为 代表 的 有 理 数 基本 序列 等 价 类 为 实数 %& 和 及 的 和 ， 记 和 作 
-8, 

竺 别 地 , 如 果 7¥ 和 5 是 两 个 有 理 实 数 , 那 末 根 据 定 浆 , 7 十 5 应 
妆 直 (ry 十 Scm2 二 《C7 上 F874n) 为 代表 的 有 理 数 基本 序列 等 价 类 ， 
即 了 十 # 二 ?十 s， 因 此 , 这 样 定 义 的 实数 加 法 运算 ， 对 于 有 理 实数 
来 说 ,与 原 米 大 理 数 的 加 法 运算 是 一 致 的 ， 

现在 我 们 来 证 明 : 实数 加 法 还 保持 了 有 了 理 数 加 法 所 具有 的 那 
些 性 质 . 

命题 1 实数 集合 吾 关 于 胡 莫 运 算是 一 个 阿 存 尔 群 ， 

证 明 1 加 竺 结 台 律 (十 及 十 ?一 十 (有 十? 

这 (rajc& (scB ac 由 于 有 理 数 的 加 法 运算 是 注 忠 结 
合 措 的 , 所 认 

CFan Sa) Fn) = (rat (sn fn)) 

Bat p+ y= (PTYy); 

2” 加 法 单位 元 0 是 {0o) 的 等 价 类 ; 

区 (racea, 由 

(Ta 十 Dow) = (rT,) 

恒 知 & 十 0 二 a: 

3” 加 法 的 道 运算 : 

没 人 JEom 显然 (一 ?由 也 是 有 理 数 基本 序列 , 记 它 的 等 价 类 为 


,| 


实数 一 % 则 由 
《7 十 【一 fa 放 一 《0 
知 &@ 二 (一) 一 0 
4 ”加 法 惨 换 律 4 十 8 二 pa: 
设 (rnEm (sw)SpB, 由 有 理 数 可 法 的 可 交换 性 得 
(yz 十 如 no 下 8 二 7 
这 就 是 说 & 十 8=8 十 a. 
综合 一 和， 便 知 吾 是 个 阿 页 尔 群 . 


§ 3 实数 的 乘法 及 其 运算 规律 


两 全 实数 的 乘积 就 是 两 个 有 理 数 基 本 序列 等 价 类 的 飞 积 ， 两 
小 这 种 等 价 娄 的 匀 舱 读 如 何 理解 呢 ?y 为 了 弄 清 楚 这 一 上 所， 先 证 朋 
几 个 简单 的 引 理 . 
定 半 《7 由 是 有 理 数 序列 ， 如 果 存 在 正 有 理 数 兰 ， 使 得 不 
等 式 
[rs 和 并 
对 一 若 自 然 数 8& 者 成立, 则 称 (7,) 是 有 界 的 ， 
引 理 3 有理数 基本 序列 是 有 界 的 . 
证 明 设 (r) 是 有 理 数 基本 夺 列 , 则 对 2 二 1, 可 以 找到 自然 数 
,使 得 当 自然 数 8 守 六 和 mw 写 太 时 有 
| 一 ?< 
于 是 对 一 切 自然 数 ”% 盖 万 , 便 有 
[ra 一 | Ya 一 Ywr 十 ywl17a 一 ?| 十 | [rxl 二 1 
念 形 =maxfr jy ?wj 十 1, 由 对 一 切 目 然 数 于 都 有 
DE 
所 以 (rn) 古 有 和 宕 的 . 
引 | 理 4 如 果 (7w) 和 {s,) 是 有 理 数 基 本 厅 列 , 财 (rs 也 征 有 


者 宁 愉 和 


brb 


理 数 基本 序列 . 
证 明 根据 引 理 3, (r,) 和 {8,) 痢 是 有 需 的 假定 存在 正 有 奸 
数 寻 ,使 得 对 一 切 自 然 数 8 都 有 
,| 
性 给 正 有 理 数 e， 国 为 (ra) 是 基本 序列 ， 所 以 对 正 有 理 数 


yt 可 以 找到 目 然 数 育 |, 使 得 当 自 然 数 % 写 友和 人 rw 宇和 时, 便 有 
| 7 一 ?| < 


同样 , 由 于 (8;) 也 是 基本 序列 , 又 可 以 找到 自然 数 入 ;, 使 得 妆 自 然 
类 RR 二 间 ， m2>N, 时 ,有 


| 8 一 sm| < 


2 时 
于 是 令 六 一 maxtAi, 六 2), 当 白 然 数 8 写 太 各 实生 时 便 很 
| rn8n— Tmesm| 一 六 人 — men | 了 人 总 一 FSm | 


S| Sa| | 站 一 | 十 Irl | sn— 8n| 


上 必 
Mt 


这 就 是 说 (rss 是 一 个 有 理 数 基本 序列 . 

引 理 5 设 {ri)、C7A)、(8w) 和 (sw) 都 是 有 理 数 基本 序列 ， 若 
(Tw) 与 C70) 等 价 ，(8) 与 C85) 等 价 ， 则 有 理 数 基本 序列 (7n8,) 与 
(rasn) 等 价 . 

证 明 因为 基本 序列 4r 人 和 (8 是 有 界 的 ,所 以 存在 一 信 正 有 
理 数 于, 使 得 对 一 切 自 然 数 % 都 有 

jr | 5n | 


性 给 正 有 理 数 2, 由 于 《ru 和 (ru 等 价 ， 可 以 找到 目 然 数 浆 ， 
使 得 涯 自然数 4 他 如 时 , 有 
沉 与 本 和 


| 六 一 Ya | < 


2 
同样 , 由 (sn) 和 {8) 等 价 , 又 可 以 找到 上 自然 数 入 使 得 对 于 任何 自 
然 铬 2 二 访 ; 时 ,有 


S 一 3 < 
令 入 max RN), 妆 自 然 数 人 宇 六 时 , 便 得 
| :ek 一 Ee — TnSn Tn 本 Tn 


| 8 |7s- 一 ?| 十 [rr [sa 一 下 


“NH 十 并 £ 


2 5 一 
所 以 (rss 与 fraso) 是 等 价 的 有 理 数 共 本 厅 列 ， 

杠 在 来 引进 两 个 实数 乘积 的 概念 ， 设 实数 g& 是 以 有 理 数 基本 
序列 人 76) 为 代表 的 等 价 类 ， 实 数 甩 是 外 有 理 数 基本 序列 (sw) 为 代 
下 的 等 价 类 , 由 引 理 4，(ynss 是 一 个 有 理 数 的 基本 序列 ， 它 确定 
了 一 个 有 理 数 基本 序列 等 价 类 ， 根 据 3| 理 5， 这 个 等 价 燃 与 & 中 
《zu 的 选取 和 月 中 (sa 的 选取 是 苞 关 的 ， 酌 而 它 被 % 和 户 所 唯一 
确定 .我 们 人 恒 把 这 个 等 价 类 规定 为 实数 g& 和 六 的 乘积 ， 于 是 可 以 
给 出 以 下 定义 ， 

定义 5 设 实数 & 是 以 有 理 数 基本 序列 (7, 为 代表 的 锋 价 
类 , 实数 用 是 以 有 理 数 基本 序列 (so 为 代表 的 等 价 类 , 称 以 有 理 数 
基本 序列 4rnsw 为 代表 的 等 价 类 为 实数 w& 和 及 的 末 积 , 记 作 &p. 

不 难 验 证 , 在 这 个 定义 下 ,两 个 有 理 实数 的 溢 积 与 序 来 有 理 数 
的 乘积 是 一 臻 的 , 即 对 任 党 的 有 理 实数 了 和 了 来 说 有 了 '3 二 7?'s. 

下 示 我 们 来 延明 有 理 数 乘 闭 所 妾 知 的 那些 运算 羔 则 对 实数 飞 
法 也 都 起 成 站 的 . 

引 理 6 设 4r 由 是 非 等 有 理 数 的 基本 序列 ， 且 lim 7a 拓 0, 则 
存在 正 有 理 数 so, 使 得 不 等 式 


二 本 和 是 


| 7 | 20 


对 一 切 自然 数 "都 成 立 ， 旦 (于 ) 也 是 有 理 数 基本 序列 
证 明 ”因为 1im mm 所 0 所 以 存在 正 有 理 数 e,， 使 得 不 管 访 是 
汶 样 的 自然 数 , 总 有 有 自然数 ar 盖 六 ,满足 
ray | el 
由 于 (7 起 基本 序 ， 对 >0， 可 以 找到 有 目 然 数 育 ,， 当 自然 数 
中 2 和 和 加 宇 计时 , 有 
rr | 志和 + 


2 
于 苦涩 目 然 择 ma 时 , 恒 有 


Ea 
[7 | 一 | rn — Tn = Fn | 宇 | Fry | | 7 Pay [> D 
I L I 了 


令 o 一 min( | ……，]ray |, 全》 则 是正 有 理 数 , 且 对 一 切 自 
然 数 % 都 有 


I?) eo 
剩 下 来 还 要 证 明 ( 二 ) 是 基本 序列 ， 对 任 给 的 正 有 理 数 *， 内 
为 (rj) 是 基本 序列 , 所 以 可 以 找到 自然 数 W， 使 得 当 自 然 数 > 
和 剖 闻 六 时 , 有 
上 7 一 ro ede 
于 是 当 自然 数 n>NN 各 实情 时 便 得 
1 1 


一 


Tn Te 


— | ra Yn | 1 
| rarm | eb 


这 就 是 说 (二 ) 趾 有 理 数 基本 序列 
定理 1 实数 集合 及 对 于 如 上 定义 的 加 ,二 运算 是 一 个 域 . 


证 明 一 、 由 命题 1 知 | 嫩 关 于 $2 里 定 关 的 加 法 组 成 一 个 
» 1 a 


可 法 阅 风 尔 群 : 
二 、 志 {0} 关 于 秉 革 是 一 个 阿 风 尔 群 ， 
1 ” 梁 法 交换 律 g 月 = Ba 
设 人 7aEw (soE 有 ,由 和 理 数 乘法 的 可 交换 性 
(Tn8n) 一 【Sn 
即 知 a86 = Ba. 
2” 滋 法 结合 律 (a8)y 一 a(By): 
设 (rn)So, (ss)EB、(ti)SEY, 册 有理 数 科 鞭 的 结合 律 
(rien) ta) = (rn(8ntn)) 
轩 知 (&B)y =&( Pp). 
3” 乘 法 单位 元 工 是 (ta 的 等 价 业 : 
设 (rwEw, 则 由 
(rn Ln) = (Fn) 
也 得 &:1=% 
4” 乘 法 的 道 运算: 对 任何 两 个 实数 & 和 6， 共 中 a 三 0, 在 在 
唯一 的 实数 5, 使 得 : 
& 一 月 
因为 xs 寺 0, 我 们 可 以 选取 (ruJEe, 使 得 
站 (天 一 1 2 


当然 , limys 寺 0 由 引 理 6, (元 ) 也 是 一 个 有 理 数 基本 序列 , 它 所 代 
直 的 等 价 类 确定 了 一 个 实数 , 记 为 a-', 显然 由 


(re 元 Go) 


知 | 
区 -研一 一 于 
我 们 把 一 称 为 实数 4 的 道 元 ， 令 上 =a 及 则 它 满足 方程 
i= 


至 于 上 的 唯一 性 , 请 读者 自己 去 考虑 . 
三 ， 加 法 与 匀 法 运算 误 是 分 配 律 gf 有 十 ?7 一 GD 十 ay 
设 (raJEa (scp GEy 由 有 理 数 加 .和 习 运 算 满 足 分 配 律 得 
(ra(8n fn)) = {Trad rata) 
此 期 w( CT 十 yo 一 2 二 xp， 证 毕 ， 


村 题 
1. 证 明 { 一 2) (一 =ap. 
2. 证 明 此 &=0.8 乞 0 则 a6 
3. 证 明 方程 ce 一 下 的 解 是 唯一 的 ， 
4， 若 实数 & 关 小 则 必 在 在 有 理 数 基本 序列 (7,)Ea， 鸽 得 对 一 切 自 然 数 
曙 , 家 有 7 天 


84 实数 的 序 ” 


我 们 狠 道 ， 表 理 数 是 个 青 碑 域 ， 它 的 次 厅 太 小 可 以 这 样 来 规 
定 : 两 个 有 理 数 r， 和 ?Ys, 我 们 说 ” 在 六 之 前 ,或 小 于 rs， 意 
妇 六 一 r: 是 一 个 正 有 理 数 . 下 面 我 们 将 用 同 祥 的 方法 来 给 实数 
规定 顺序 关系 , 为 此 , 首先 要 和 弄 清楚 什么 基 正 实数 ? 它 是 由 什么 样 
的 有 理 数 基本 奈 列 等 价 类 确定 的 ? 

定义 6 有理数 基本 太 列 (7。) 称 为 是 正 的 ， 如 果 存 在 正 有 理 
数 ze。 和 自然数 对 ,使 得 当 自 然 数 % 宇 NN 时 ,不等式 

rn ED 

成 并 ， 

所 谓 正 青 理 数 基本 序列 就 是 从 某 一 项 开始 都 大 于 某 个 正 有 理 
数 的 有 理 数 基本 序列 ， 从 图 形 上 看 ， 它 在 数 铀 上 表示 一 个 下 多 吕 
大 有 限 项 沙 在 左 半 轨 (包括 原点 }) 的 有 理 数 基本 所 列 , 那 末 , 显然 它 


人 #) 订 及 序 域 拘 技 念 见 第 一 之 4.86。 


将 凝 到 在 右 平 孝 了 . 

引 理 7 设 (和 (s 由 是 等 价 的 有 还 数 基本 序列 , (ys 述 是 正 
有 理 数 基本 序列 , 则 (8,) 也 是 正 有 理 数 基本 序 询 ， 

证 明 由 tra) 是 下 有 理 数 基本 序列 ， 必 存在 正 有 理 数 eo 和 上 自 
然 数 入,, 使 当 自 然 数 % 写 久 时 有 


Tn 0 
因为 (sn 与 (7 等 价 ， 所 以 对 正 有 理 数 艺 , 可 以 找到 自然 数 图 ,使 
过 目 然 数 45ws 时 有 
| 一 Sn < 村 


他 ax 则 当日 然 数 4 之 二 时 , 恒 有 


8 人 一 sa| > 一 耶 = 志 


这 就 是 说 5,) 足 止 有 理 数 苛 本 序 而 |. 

这 条 引 | 理 告诉 我 们 , 在 一 全 有理数 葵 林 序列 等 价 类 里 , 只 要 有 有 
一 个 基本 序列 是 正 的 , 那 末 所 有 具 他 的 基本 序列 就 都 是 正 的 . 因此 
我 们 本 以 给 出 下 面 的 定 艾 : 

定义 7 了 由 正 有 理 数 基本 序列 等 价 类 确定 的 实数 称 为 正 
实数 ， 

全 体 正 实数 组 咸 的 集合 一 般 记 作 RR,， 显 然 , 正 有 还 实数 子 部 
属于 RE， 而 0EB;， 下 面 的 定理 说 明了 集合 下 , 满足 有 序 域 正 元 
素 集 的 性 质 说 ,ii),1i): 

定理 2 1 性: 门 如 一 六 ,其 中 豆 - 一 全 一 多 [CE 下 上 

2” R=R,UO U 
3” 著 & 和 月 都 属于 吾 :， 巾 % 十 月 和 wp 都 属 二 五, 

证 钥 1 ” 用友 证 法 . 倘 者 存在 aE 吕 站 ， 贡 由 EER.， 有 
BER,, 使 得 & 二 一 上 8， 如 取 (7n)Sg， 则 有 (一 7,)EB6B， 根据 正 有 理 
本 学 ， 


禾 基 本 序列 的 定 关 ,分别 存在 正 肥 有 理 数 el 和 8; 以 及 自然 数 性 ;和 
入 ,使 得 当 自 然 数 %r 宇 和 时 , 有 
ne 

而 当 上 自然数 %* 宇 入; 峙 , 则 有 

一 Ya 
取 记 =maxfyi Ns)， 部 末 当 自然 数 8 并 时 ， 人 恒 同 时 成 立 着 不 
村 起 

ramin{(e, £2) 0 和 一 YinT ee 
这 与 有 理 有 煞 的 顺 厚 关系 是 矛盾 的 , 故 总 门 如 -一 安 ， 
2” 设 <ER,as0， 我 们 可 以 选取 (人 r,jEa, 满足 
7 于 人 《3 一 1 2 …) 

因为 二 0, 故 lim rs 志 根据 引 理 6， 存在 正 有 理 数 ep， 使 得 不 
等 式 

| 7 | 之 本 
对 一 切 自 然 数 者 成立， 由 于 (7,) 是 基本 序列 , 对 正 有 理 数 世 ,可 
以 找到 自然 数 后, 当 自 然 数 3 之 友和 合演 友 时 有 


| nT— Tm | < 了 2 


如 果 rx 守 0, 那 未 当 % 宇 六 时 , 便 有 


i A >>eo 一 过 = 起 
这 时 QE 有 Ri， 如 果 rs 凡 那 末 当 nn 宇和 NW 于, 将 有 
一 ?一 一 ?Ty 一 ?Ty| 一 | 一 ?a 六 Bo 一 可 一 池 


即 gER_， 天 R=R,U10} UR.， 
综合 1° 与 2° 恒 证 明了 R, 满足 正 元 素 集 的 性 质 i 让， 下 面 百 
证 明 它 满足 性 质 ii ,iiiy。 


3” 设 & 和 月 都 属于 五 ,， 击 有 理 数 基本 序列 (ys) 和 (sw 分 别 
属于 等 价 类 w& 和 8. 因为 a 和 是 下 实数， 所 以 存在 一 个 正 有 理 
数 e， 和 自然 数 太 , 使 得 当 自 然 数 7 之 时 , 不等式 

re0 和 sn 
都 成 并 ， 这 样 , 当 % 实 有 时 便 有 
Tn S280 和 Yan 人 
这 也 就 是 说 & 十 8B 和 &*8 都 易于 吾 :， 定 理 证 毕 ， 

现在 来 给 实数 规定 顺序 ; 

定义 8 如 果 & 一 8 是正 实数 ， 则 称 8 小 于 % (8 在 x 之 前 或 
& 大 干 B), 记 作 月 <c， 

容易 证 明 ， 这 样 规 定 的 顺序 是 宝 足 顺序 关系 两 条 公理 的 ， 因 
此 , 全 伍 实 数 呈 构成 了 一 个 有 序 域 ， 比 外 , 我 们 还 不 难 证 明 实 数 的 
丙 序 关系 与 运算 之 则 有 下 列 联 系 : 

在 w< 有, 则 对 任何 实数 都 有 &% 十 ?< 有 十 9， 

若 ws<B, 则 对 任何 正 实 数 了 都 有 way< 有 7 

有 理 数 组 成 的 有 序 域 与 现在 构造 出 来 的 实数 域 有 村 必 关 系 
呢 y 我 们 将 证 明 Q@ 与 五 的 一 个 子 域 一 一 即 金 体 有 理 实数 组 成 的 子 
域 一 一 之 半 可 以 建 了 并 起 一 个 保持 顺序 不 变 的 同 构 映 对 . 这 样 , 从 代 
数 结构 上 来 说 ， 便 可 以 把 信和 呈 的 有 理 实 数 于 域 完 全 看 成 是 同一 
个 代数 体系 , 不 再 去 区 分 它们 ， 因 此 , 实数 域 呈 便 成 为 有 理 数 域 避 
的 一 个 扩张 . 

定理 3 诊 理 数 域 @ 与 实数 域 五 的 一 个 子 域 名 序 同 构 ， 因 此 
实数 域 是 右 理 数 域 的 扩张 . 

证 明 ”我 们 以 忍 记 召 中 全 体 有 理 实 数组 成 的 集合 , 不 难 验证 
8 是 呈 的 一 个 子 域 . 

设 ? 为 任 一 有 理 数 ,了 为 对 应 的 有 理 实 数 , 则 


何 ;站 -一 一 > 


就 是 一 个 日 到 8 的 映射 ， 币 下 来 上 只要 证 明 o 是 保持 其 序 森 变 的 
同 构 映射 即 可 ， 
1 og 是 同 构 喘 射 : 
显然 了 是 如 有 映 到 总 上 的 一 对 -- 映 射 ,并且 保持 运算 关系 
orf yi 十 9a) 一 Yi 十 Ya 一 下 十 Fe 一 Cg) 十 CC) 
or re) = rr 一 FF 一 Gf91) frs) 
2” 0 保持 异 序 关系 涉 变 : 
如 果 了 之 ?5 则 ?一 ?41 守 0, 扫 纹 
oF) — oT) —o rr) = 7 — FER, 
即 
TF) Or 


习 是 
， tH, 好 关山 证明 立 拭 下， 
， 设 实数 必 和 忆 的 颖 积 属于 五;; 若 a 属于 晴 4, 则 眼 出 向 于 四;。 
， 设 atER, 1 PER-, 则 aB€R.. 
， 者 atBRi, 购 a1ERi. 
， 设 和 如 都 属于 总, 则 cp 属于 总 + 
， 证明 任意 有 限 个 实数 Grass 中 ,一定 有 一 个 最 天 者 maxt a 


Cn] 4 , zn) 和 一 个 最 小 者 mintae,, 好 3 “ In). 


Sy SI 避 


7， 设 au as …，ci 都 是 实数 , 若 > ,ap>0 ， 划 必 存 在 某 弄 标 训 af 和 


t=] 
过 名) 使 得 I >, 


$5 绝对 值 与 不 等 式 


实数 的 顺序 与 运算 之 间 偿 存在 着 一 系列 重 村 的 不 等 式 关 系 . 
命题 2 1 站 过 用 一 1 3， 则 ai 十 号 委 十 用， 等 式 公 当 


时 而 对 


;二 Ji(t 二 1,2) 财 碾 立 ; 

2” 营 9>0, 则 8 的 学 分 必要 条 件 足 wy 所有 9 

证 明 3 由 假 访 名 委员 条 (有 十 呈 ) 一 (十 Ga 一 用 一 % 属 
于 五 , 或 等 于 0 所 以 

Xabi 十 Ga 
坷 理 ， 
及 十 oa 委 甩 十 局 
故 
wi os 用 十 Gs 雪 :所 十 用。 
并 且 , 管 成 十 go 二 十 Bi 成 立时 , 还 应 有 
0 十 Ge 一 肠 ; 十 Ga 一 及 十 疡 
所 以 
Qi 一 及 1， wa Hs 

利用 数学 归纳 法 ， 读 者 不 难 把 这 一 性质 推广 到 任意 有 限 个 实数 的 

2” 若 a<B,， 即 有 -ax 等 于 0 或 属于 吾 ,， 于 是 由 上 一 节 定理 
2, ?58 一 0 等 于 0 或 属于 吾 ， 即 oy 委 有， 反 过 来 , 由 xy 所 By， 
得 8 一 cy 一 ?(B 一 o) 等 于 0 或 属于 豆 :， 当 ?8 一 o 轨 0 时 ， 两 
边 乘 以 ?  , 便 得 a 一 记 当 YY(8 一 EB, 时 , 根据 上 一 节 的 习题 2 
可 经 #2 一 oe;, 旭 &<p， 证 毕 . 

定 闵 9 对 每 个 实数 a, 实数 


& CE 
lal=s 0 a&=0 
一 此 er. 
称 为 a 的 绝对 值 ， 
显然 , | el 三 0 


命题 3 设 c>0, 则 [1p1<c 与 一 xc<p<a 等 价 ， 
站 重 


证 明 车 p>>0, 则 p 盖 一 % 自 然 成 立 , 而 1pj<aw 即 p<<a， 著 
p 委 0 则 P<a 自然 成 立 ,而 p<a 即 一 p<%, 两 边 加 上 pp 一 & 便 . 
得 一 & 过 pp， 
命题 4 1 |ol=| 一 |} 
2” laBl=|]allB); 
3 ”|1G 二 向 | 委任 [二 | 和 | 
4 ”ja 一 | 有 委 je 一 有 |， 
证 明 1 与 2 由 笃 对 值 的 定义 恒 可 得 到 ， 
3 当 a,. 8 局 导 了 时 ,等 式 |g 十 如 | 一 ja 十 上 | 成 证 ， 当 芭 有 二 
号 时 , 设 x 和 0 如 , 由 
oa-pepepBTr|g| = | -|P 


ot+ Boaoa— |B|=— | —|#!| 
利用 命题 3 便 得 |& 十 P| 所 1&| 十 181， 
4” 由 3" 可 得 


Ial=1B+(a—A)|IA|+|la— A 
| 有 = ettp—o) Ia|+| Bp—al 
再 利用 命题 3 便 得 [lal 一 181 | 所 lg 一 1 
在 第 二 章 里 我 们 说 过 ， 有 理 数 域 作为 有 序 域 还 有 一 个 重要 性 
质 , 即 满 足 阿 基 米 得 公理 ; 车 7? 是 一 个 正 有 理 数 ， 则 对 任何 有 理 数 
3, 必 存 在 自然 数 ?使 得 az7 盖 8s。 换 成 几何 语言 , 这 就 是 说 , 设 线段 
DP 长 度 为 7, 线段 0WM 长 度 为 e, 那 末 不 管 OP 多 人 么 短 ， 所 不 答 所 
于 距离 点 已 多 各 远 ， 用 线段 90P 从 虽 所 出 发 在 直线 上 和 逐次 戴 取 去 


0 r Fa 0 
于 段 以 后 , 总 能 得 到 一 个 点 @, 使 得 鲁 点 在 导 后 的 右边 . 正 是 因为 
有 理 数 成 移 这 个 性 质 , 它 常 被 称 为 是 一 个 阿 基 米 得 有 序 域 .经 过 扩 
张 得 到 的 实数 是 否 还 满足 阿 基 米 得 公理 呢 T 我 们 下 面 证 其 实数 域 


和 村 呈 记 


仍 是 一 个 阿 基 米 得 有 上 序 域 . 
定理 4” 医 实 数 2>a>>0, 则 存在 自然 数 NW, 使 得 闻 a>> 有 
证 明 设 (r,)Ea, 因为 它 是 一 个 正 有 理 数 基本 序列 , 所 以 存在 
自然 数 ms 和 Ni, 使 得 当 自然 数 432 克 时 ,有 


1 
Th 


此 外 ， 对 于 性 何 的 Cn7S， 它 一 定 是 有 界 的 ， 因此 存在 自 然 数 Ha 
使 得 对 一 切 自然 数 % 都 有 


| gn | Smo 
我 们 记 入 ==mo (10 十 1)， 考虑 有 理 数 基 本 序列 (Nr), 它 所 代 末 的 
实数 就 是 Na, 当 # 之 六 时 , 因为 
真一 入 of 十 1)yn: 节 各 0 十 1 
所 以 当 % 之 Ni! 时 便 有 
Ar 一 8 
这 就 是 说 六 ac 一 


习 题 
1， 证 明 上 的 充分 必要 策 件 是 一 圭一 局 ， 
2. 证 明 有 ->a>>5 的 充分 必要 条 件 是 011 汪 B 车 >0. 


§ 6 实数 的 完备 性 
前 耐 我 们 已 经 看 到 , 有 理 数 经 过 扩张 得 莘 的 实数 ,关于 可, 减 ， 
滋 , 除 运算 仍旧 是 封闭 的 , 并 且 它 还 是 一 个 阿 基 米 得 有 序 域 ， 但 是 
我 们 扩充 有 理 数 的 目的 是 为 了 使 极限 运算 能 在 新 的 域 上 得 以 畅 到 
乱 阻 ， 那 末 我 们 已 建立 的 实数 域 是 否 达 到 了 这 一 目的 氟 ? 也 就 外 
说 ， 是 否 任 何 有 理 数 基本 序列 (甚至 任何 实数 基本 序列 ) 都 能 趋 于 
一 个 实数 的 极 卢 呢 ? 数 轴 上 那些 有 理 数 以 外 的 孔 际 古人 否 都 被 所 5| 


* OD +* 


进 的 无 理 实 数 全 部 填 福 了 哆 本 节 将 回答 这 些 问 题 . 

首先 , 我 们 先 证 明 实 数 的 一 条 重要 性 质 , 即 所 谓 有 理 实数 的 夭 
窗 性 有理 实数 窗帘 琳 麻 地 分 布 在 数 轴 上 ， 任 何 两 个 有 有 理 实 数 之 
同 总 还 有 -~ 个 有 理 头 数 , 因而 也 就 夹 着 无 穷 多 个 有 巢 实 数 ， 这 样 ， 
得 一 个 有 理 实 数 的 周围 帮 察 集 关 无穷 多 个 有 四 突 数 ， 它 们 可 以 人 
意 地 接近 这 个 有 理 实 数 , 因此, 除了 这 个 有 型 实数 自身 以 外 ,我们 
不 能 说 有 电 一 个 有 理 实数 是 最 区 近 它 的 . 无理 实 数 既 然 古 作为 泌 
号 了 的 有 理 数 基本 序列 蜂 诊 中心 而 添加 进来 的 ， 它 的 周围 沼 理 应 
聚集 着 无 穷 多 个 有 理 实 数 ， 因此 ， 有 理 实 数 在 实数 中 仍然 是 “无 所 
不 在 ?的 .有理 实 数 的 稳 密 性 可 以 表述 为 

定理 5 任何 两 个 不 同 的 实数 之 间 必 有 一 个 有 理 实数 ， 

证 明 设 p 和 oo 是 两 个 实数 ， p20 取 有 理 数 基本 序列 
Cra)sp 和 (C84)Eo, 因为 p 污 0, 所 以 存在 正 有 理 数 8 和 自然 数 入 ， 
使 得 当 自 然 数 2 之 友 时 , 有 

六 


(r,) 和 (sn) 既 然 都 是 基本 序列 ， 那 末 对 正 有 有理 数 和 ,就 可 以 找到 自 
然 数 点 + 使 当 RW! 和 避 实 六 | 时 有 


| 
| ra 一 rm| < 


1 一 | 一 
此 


我 们 取 自 然 数 ao 盖 maxtwyAwih) 那 来 , 妆 2 mr 时 恒 有 


Tn > Sa 二 0 


6 6 
Fo 


0 G 
Sn 6 


* A 


尼 然 , 当 RR 衬 no 时 


避 0 6 
A 一 me _ 
Sn Sn 上 < 7 < 上 -Ta 


令 fr 一 瑟 是 (( rw 一 全 ) ) 的 等 价 类 ,这 是 一 个 有 理 实数 ,要 
据 实数 序 的 定义 
CT 
证 毕 . 
实际 上 , 我 们 潍 加 进来 的 无 理 实数 也 并 非 是 孤单 的 、 称 朴 的 ， 
可 以 证 明 它 们 同 辜 也 是 稠密 的 ， 即 任何 两 个 不 同 的 实数 之 问 也 -- 
定 来 车 一 个 无 理 实数 {证明 留 给 读者 )、 这 样 ， 在 任何 一 个 实数 的 
周围 就 既 聚 集 着 无 穷 多 个 有 理 实数 又 聚集 着 无 穷 多 个 光 理 实数 ， 
它们 都 可 以 任意 靠近 这 个 实数 . 
我 们 曾 举 过 一 些 例 子 说 明 菜 些 有 理 数 基本 序列 不 存在 有 理 数 
的 极限 , 扩张 数 域 的 目的 , 就 是 为 了 让 任何 有 理 数 基本 序列 都 能 有 
一 个 * 数 "作为 它 的 极限 ， 有 理 数 域 经 过 上 述 扩张 以 后 ， 我 们 将 要 
证 明 ， 这 个 目的 确实 是 达到 了 ， 它 是 在 扩充 了 的 实数 范围 内 达到 
的 ， 为 此 ,我们 先 给 实数 序列 的 极限 下 定义 . 
正 实 数 。, 都 存在 自然 数 入 一 入 (s)， 使 得 当 自 然 数 n> 时 , 便 有 
不 等 式 
| ps— i|<e 
成 立 . 此 时 变 称 序列 (po) 收 纹 到 p， 记 为 lim pn=p, 
» 7 8 


定理 6 ”着 有 理 数 基本 序列 (7,)Ep, 则 Him 郊 一 P 

证 明 对 任 给 的 正 实数 *， 要 证 明 存 在 自然 数 访 ， 使 当 x 之 六 
时 有 

Ir.—pl<e 

即 当 wn 之 入 财 ,8 一 |7s 一 p| 是 让 实数 . 

设 (em) Es, 这 就 是 要 证 明 当 wn 之 NW 财 , 存在 正 有 理 数 6, 和 自 
然 数 型 。 使 得 当 自 然 数 名 之 用 时, 不等式 

Sr 一] Ta Tm| 2 
对 一 切 自 然 数 > 六 都 成 立 ， 因 为 >>0, 所 以 有 正 有 理 数 se 自 
然 数 型 , 使 当 自然 数 mm 之 HY 时 , 有 
Em ED 

由 于 (7s) 是 有 理 数 基本 序列 , 对 正 有 理 数 邓 ,可 以 找到 自然 数 MM 
使 得 只 要 自然 数 % 之 WY' 和 m 写 MH, 襄 有 


| Tn — Ym | < 
坝 在 取 记 一 maxf( 弄 ,开放 那 末 对 任何 34 关 二， 令 型 二 六， 荐 当 且 
然 数 哺 之 型, 肝 , 对 一 切 自 然 数 8% 二 NN 恒 邵 有 
em—|Tn— Ym| > 
定理 证 毕 . 
根据 本 定理 , 序列 


i 
0.1, 0.101 0.101001,… 0.101001…100…m01 
1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 
人 和 


别 了 了 时 


-都 将 趋 于 无 理 实数 ， 

如 上 所 述 , 任何 有 理 实数 的 基本 序列 在 实数 域内 都 有 极限 , 但 
实数 是 否 就 完备 了 呢 ? 换 和 名 话说 ， 实 数 的 基本 序列 是 不 是 都 一 定 
区 于 一 个 实数 的 极限 呢 ? 下 面 我 们 要 证 明 发 何 实 数 基 本 序列 一 定 
冯 聚 到 一 个 实数 , 以 这 个 实数 为 极限 。 反 过 来 , 任何 一 个 有 极限 的 
实数 序列 也 一 定 是 一 个 实数 基本 序列 , 这 两 条 结论 壤 合 在 一 起 , 就 
是 著名 的 柯 西关 于 实数 序列 极限 存在 的 判别 准则 ， 它 既 回 答 了 实 
数 系 统 基 于 极限 运算 的 完备 性 问题 ， 同 时 又 给 出 了 实数 序列 极限 
存在 的 充分 必要 条 体 ， 

定 必 11 设 (pw) 是 一 个 实数 序列 , 如 果 对 于 任何 正 实数 e, 都 
可 以 找到 自然 数 入 一 NN(e)， 使 得 上 内 要 自然 数 % 过 入 和 rw 源 入， 就 
有 不 等 式 

[pa— Pm|<e 
成 立 , 则 称 (2 小 是 一 个 实数 基本 序列 . 

定理 了 (实数 的 完备 性 一 一 禁 西 玲 则 ) 实 孝 序列 (p 由 要 限 存 
在 的 充分 必要 条 件 是 它 是 一 个 基本 序列 ， 

证 明 一、 条 体 前 必要 性 : 

对 于 任 给 的 正 实 数 e, 因为 lim p==p 存在 , 所 以 我 们 可 以 找 
到 一 个 各 然 数 克 ,使 当 m 衬 友 时 有 


此 

|pa— pl 

于 是 , 当 上 自然 数 8 社交 和 信之 页 时, 便 有 
pa—pnl lpa—pl+ip—pn|< s+ =e 


这 就 十 说 (pn) 是 个 基本 序列 . 
二 、 条 件 的 充分 性 ;分 下 面 刀 个 苏 台 证 明 ， 
1” 如 果 从 基 一 个 特 然 教 开始 所 有 的 ps 都 相等 ， (pw 当然 就 


* 闻 可 生 


是 有 极 良 的 ， 刀 果 情 总 不 是 这 样 ， 唱 序列 的 任 得 一 项 后 面 总 有 与 
它 不 相同 的 另 一 项 , 为 人 胜 述 方便 起 风 , 不 妨 假 定 对 一 切 自 然 数 % 者 
下 
Pn Dat 

由 定理 5， 对 每 个 自然 数 2， 可 雇 在 pr 与 Del 之 间 选 取 一 个 有 理 
实数 7 了 ,， 这 样 ， 相 应 地 便 得 天 了 一 个 有 理 数 序列 (7a)， 我 们 将 证 
明 它 是 一 个 有 理 数 基本 上 友 列 , 因而 代表 了 一 个 实数 p, 而 Cp 区 就 以 
P 为 极 当 . 

2” 现 在 证 明 上 而 所 得 的 序列 (7,) 是 有 理 数 基本 庄 列 . 

对 于 性 给 的 有 理 数 2 半 0, 因为 (p;) 是 基本 序列 ， 所 坟 存 在 自 
然 数 六 ,使 当 nN 和 全 六 时 , 有 


到 
[DO— Drm| 和 可 


注意 到 对 每 个 自然 数 名 和 ,有 
[7 一 < 一 pi 一 Pa| 
和 
7 一 Do < | pn — pmnl 
于 龙 当 5 六 友 各 产 时 便 有 
| 和 一 oa| 一 | 下 一 7 宏 |7 一 Pa 十 |Pa 一 Da 十 | 一 Fa| 
| Da 一 Pa 十 | pa—pml | pmti— Pn| 
< 
这 就 是 说 (7 是 一 个 有 理 数 基 本 序列 ， 把 它 所 确定 的 实数 记 为 5. 
3 ”最 后 证 明 lim Pr 一 六 
任 给 正 实 数 e 由 定理 6 lim7a 一 教 存在 自然 数 六 ,， 使 当 
np Ni 时 有 
Ip < 


a I 下 


由 二 Cpw) 是 基本 序列 ， 存 在 自然 数 喜 :， 使 得 当 # 之 友 s 和 各 之 六 


we 
[pa — Pml: 3 


取 访 一 max (Ni, Na), 则 当 自 然 数 % 宇 Y 时 人 恒 得 
Pa 一 记 | 委 |pn 一 Dr 十 |Dy 一 7 十 [Fr 一 万 | 


< 十 | pw 一 xy| 十 二 忆 呈 二 1pz 一 ws 
< 
因此 lim p» =p. 定理 证 毕 . 
实数 域 关于 极限 运算 的 完备 性 这 一 重要 性 质 ， 还 可 以 用 许多 
别 的 方式 去 播 述 ， 下 面 我 们 把 分 析 学 中 常 郊 的 风 个 其 他 形式 列举 
于 后 . 
定义 12 设 (pu) 是 一 个 实数 序列 , 如 果 它 满足 
Papar: (n=1,2,+) 
则 称 它 是 递减 的 实数 序 别 .如果 它 满足 
Pu Dn {1% 二], 2, ***) 
则 称 它 是 递增 的 实数 序列 ， 递 减 或 递增 的 实数 序列 统称 为 单调 的 
实数 序列 . 
定理 8 单调 有 界 的 实数 序列 必 有 极限 存在 . (入 
证 明 仅 证 明 单调 递增 序列 的 情形 。 
设 (Co 是 一 个 单调 递增 的 有 界 实数 序列 ， 正 实 煞 戏 是 它 的 一 
个 界 , 出 
psp MM R=1,2) 
为 了 证 明 它 有 极限 ， 只 要 证 明 它 是 一 个 基本 序列 即 可 。 我 们 用 反 


【区 于 有 关 实 获 邦 列 的 邢 解 类 所 于 定 交 向 
ss 


证 东 ， 假 若 本 然 , 必 有 正 实数 #60, 使 得 对 于 任何 自然 数 六 ,都 有 一 
个 白 然 数 jy, 间 时 注 足 
tx>N 和 |psw—Ppr|>eo 
这 样 , 对 福 一 1 有 日 然 数 ,使 得 
8 县 1p 一 吕 | 之 Br 
对 冯 =2, 又 有 自然 数 fo 使 得 
和 > 和 且 [pr 一 Dn | 之 Bn 
这 样 作 下 去 , 当 ny 定 下 来 以 后 , 恒 有 口 然 数 msu 使 得 
Hp-12>gpr 有 目 . | pa, .~— Pn, |e 
于 是 由 数学 归纳 读 可 以 得 出 一 捉 日 然 数 
RR 
满足 
ipa ,Pn le (一 二 2 
注意 到 序列 (ps) 的 递增 性 , 人 恒 得 
Da 之 万 十 8 
pn ire ten Dee 


一 般 的 ,将 有 
Dap1 pe 
由 于 80 之 0, 所 以 由 阿 基 米 得 公理 ,存在 自然 数 po, 使 得 
Poeo>A 二 | pl 
于 在 


ps, oT peo Pit+M+|p | 
但 这 与 序列 (p 四 以 型 为 上 界 是 矛盾 的 ， 页 po 是 一 个 基本 厅 列 . 
证 上 毕 . 
定义 13 设 % 和 8 是 两 个 实数 ,一 切 涡 足 不 等 式 % 二 fj 三 上 的 
(*) ”假若 水 然 , 则 有 基 个 叉 ,, 使 得 tNo 都 有 | ps 一 Py| 二 eo, 于 蚌 当 n> 和 
th>Nt 时 恒 有 1 ps 一 pn| 志 [ps 一 pmo 七 |pxo 一 pm| art er=2e. 


s TF 。 


实数 和 组 成 的 集合 称 为 开 区 间 , 记 作 (a, 8)， 即 
(a P={r lar 
一 切 讲 足 不 等 式 《<z 志 的 实数 x 组 成 的 集合 称 为 用 区 何 , 记 作 
fa, B81， 即 
[a, 及] 一 好 | 入 7 安 用 
开 区 间 和 闭 区 间 统 称 为 有 区间,，% 和 称 为 区 间 的 左 、 有 端 成 ， 差 
一 & 称 为 区 间 的 长 度 ， 
定义 14 一 岂 芝 间 
站 六 “re, A na 
称 为 是 一 个 区 间 套 , 如 果 它 满足 下 列 两 个 条 件 ; 
i) AOA (R=1, 2,.); 
i 刘 1im1As| 一 0 其 中 1A。| 表 示 区 间 A 的 长 度 ， 


定理 9 {区 间 套 定理 ) 营 (A;) 是 一 个 闭 区 间 套 , 则 站 A, 是 单 
点 华 . 
证 明 先 证 明 [ As 于 名 , 设 A。=[an, Bn](% 二 1, 2,*…), 因为 


和 大王 1 


ArDOAr (n=l, 2,"*), 所 以 
WEB 
即 (&,) 是 单调 递增 揭 有 界 序列 ， 根 据 定理 8， 它 存根 限 %。 由 于 对 
任何 的 自然 数 如 当 #22 时 , 都 有 
QC, 
所 以 
0 有 


这 就 是 说 aE |] 人. 


再 证 明 门 A。 {<}， 假 若 不 然 , 设 还 有 Be 门 A 8 半 %， 那 末 


和 


由 

CU、 ppB, (n=1, 2， 下 
恒 得 

[| 一 月 一 or 芝 1 有 一 ea (n=1,2,":) 
这 与 lim |A,| =0 是 牙 盾 的 , 因此 | ] A, 一 忆 }， 定理 证 单 . 
[ 例 1] 开 区 间 组 

As=(0 元 ) 【从 一 了 ， 2， =) 

级 成 一 个 区 间 套 , 但 是 
[1 A = 


这 说 明 区 间 套 定理 中 A 都 是 闭 区 间 这 个 条 件 是 不 可 少 的 ， 
[ 例 2: 用 区 同 组 


Gl) G4)")] bee) 


是 组 成 一 个 区 了 间 香 的 : 
六 为 有 


ri Ly 
ll -+ (nl) 
i 


] 1 (1 2 ) 
>( 二 《8 十 1 
-1 > 
nt 
和 和 
C4 不 蕉 用 数 举 归 纳 社 证 明 下 述 贝 努 里 (Berneonlli) 不 等 式 : {1 十 2)" 字 1 十 #3 


《 当 了 一 1 时 ) 
$s 天 纲 昌 


人 


n 二 1, ， 天 十 二 上 
> 1 | 


二 dn? 二 4% 二 1 


A 全 


所 以 
A DA (1 =1, 2, ee) 


再 估计 A 的 长 度 ， 由 


1 加 1 ”1 Er 1 
A 


KE=0 


l 中 (各 一 二 一 于 1) 1 
-ir ki! 32 | 


再 各 {下 宝 
] 1 1 “1 
< 中 十 < 十 > DR” 


3 
名 


le 


和 lim A =0, 于 是 (A,) 组 成 一 个 闭 区 间 套 ， 据 上 述 定 理 , 它 应 
当 * 套 住 "一 个 实数 ， 在 数学 分 析 里 ， 可 以 证 节 这 个 实数 就 年 月 然 
对 数 的 底 e。 这 个 例子 说 明 , 如 果 仅 限于 有 理 数 的 范围 ， 孝 末 一 个 
有 理 数 闪 把 的 闲 世间 赛 就 可 能 套 不 住 任何 有 理 数 ， 以 上 是 从 区 间 
套 的 角度 刻 划 了 有 理 数 的 不 乞 备 性 和 实数 的 完备 性. 

为 了 给 出 另 一 个 关于 实数 完备 性 的 描述 ， 我 们 先 讲 一 下 数 集 
合 上 ,下 确 界 的 概念 

定义 15 设 半 是 一 个 实数 集合 ， 如 果 存 在 一 个 实数 w, 使 得 

《+ 风 p, 79。， 底 福 , 

《x+)》 由 数学 归纳 近 易 得 #1 字 2*7， 
a 4) = 


对 一 切 x€E 台 ,都 有 
人 过 忆 
一 个 实数 ,使 得 不 等 式 
ee] 
对 一 切 xE 寻 H 邦 成 立 ， 则 称 寻 是 有 下 界 的 实数 集合 , 级 凡 称 为 十 地 
的 一 个 下 界 ， 婚 有 上 界 又 有 下 界 的 数 集合 称 为 是 有 界 数 集合 . 
时 然 ， 数 集合 开 如 果 有 上 界 & 的 话 , 它 的 上 界 就 有 无 穷 争 个 ， 
因为 任何 犬 于 w 的 数 岂 都 是 型 的 上 务 ， 
定义 16 数 集合 歼 , 如 果 存 在 最 小 上 界 4 时 ， 称 & 为 以 的 上 
确 筑 , 记 作 
=sup 丧 
如 果 存 在 最 大 下 界 甩 时 , 称 总 为 歼 的 下 确 务 , 记 作 
B=inf .最 
是 然 ， 上 ， 于 确 办 如果 存在 的 话 必 然 是 唯一 的 、 同时 ， 另 证 
wx 一 sup 形 的 充分 必要 条 什 是 
1) 人 区 近 人 (XENM); 
ii) 对 任何 正 数 e, 在 型 中 必 丰 在 一 点 %E 开 ,使 得 
东区 一 已 
类 似 好 , 可 以 给 出 下 确 筑 的 充分 必要 条 件 . 
定 建 10 { 确 界 在 在 定理 ) 有 上 筑 的 非 空 实 狼 集合 妮 有 上 确 
界 , 有 下 界 的 非 空 实数 集合 必 有 下 确 分 ， 
证 明 ” 设 政 是 有 上 界 的 非 空 实数 集合， 有 是 它 的 一 个 上 筑 ， 
且 BE 玛 ， 国 为 于 非 空 ,所 以 存在 实数 al 使 miE 开 ,于 是 二 及 


心 


AI 一 [ai £1] 
将 A 平分 咸 两 个 区 间 , 平分 的 中 点 ?1 不 外 平 两 种 情形 : 


+ i 


若 ?是 于 的 上 界 , 令 wa 一 0 Be 一 1 
车 pi 不 是 形 的 上 界 , 则 令 os 一 ?5 一 有 ， 记 
As 一 [aa 及:] 
这 时 , 8 是 型 的 上 界 ,而 As 中 含有 集合 型 的 数 , 即 As 站 并 坟 和 谨 . 再 
将 A&A: 平分 成 两 个 区 间 , 类 做 的 讨论 可 得 
As 一 [oa Pal 
其 中 Bs 是 形 的 上 界 ， 旦 As 有 更 填 好， 这 样 作 下 去 , 将 得 出 一 串 财 
区 间 
总 1， A A 
它们 的 右 端 点 都 是 数 集 合 型 的 上 界 , 下 A 门 对 后 必 。 因 为 按照 我 
们 的 必 窟 有 
A DA (n=1, 2,°.") 


.1: Hi—&i _ 
| 一 上 2 
所 以 这 是 一 个 闲 区 间 套 , 由 区 癌 套 定理 , 存在 瞧 一 的 实数 w, 使 得 
(1 A.= {0} 


而 
A 
我 们 来 证 明 «二 sup AH. 
设 <E 型 , 则 由 
zB (n=1,2,'.*) 
得 
Tlimpa 一 
所 以 上 是 型 的 上 界 ， 任 给 正 数 = 由 lim 0 一 好 可 找到 自然 数 尽 ， 
当 mn 之 和 时 有 有 
席 一 已 < 三。 


时 疗 才 重 


由 于 Arx 门 形 寺 人 ,此 有 xzoE 形 .使 得 
To > 
因此 
Te 
这 咏 是 借 , 比 & 小 的 数 都 不 再 是 型 的 上 务 ,， 压 % 是 必 的 最 小 上 客 ， 
证 毕 ， 
考虑 实数 集合 


(i+) 

恒 知 道 确 和 寞 存在 定理 限制 在 有 理 数 范 围 内 是 不 和 成立 的 、 这 便 从 确 
色 的 角 虽 描述 了 有 理 数 的 不 洛 备 和 实数 的 完备 性 . 

最 后 , 我 们 证 明 全 体 实 数 十 满 了 整 条 直线 , 这 是 解析 几何 从 而 
也 是 整个 近代 数学 的 一 个 基本 出 长 后 ,所谓 实数 块 窒 了 轻 条 直线 ， 
就 是 说 , 如 果 把 实数 铺 在 直线 上 ,随便 在 直线 上 砍 一 刀 , 一 证 能 砍 
中 一 个 实数 .用 数学 语言 来 说 ,就 是 把 全 体 实 数 分 成 两 部 分 , 分 异 
的 地 方 一 定 有 一 个 实数 , 它 属于 这 两 部 分 之 一 

定 允 17 设 将 全体 实数 豆 分 成 两 部 分 4 和 B, 使 之 请 是 下 列 
条 件 : 

1) 4 二 放 ,BB 寺 2 ; 

11} ALJB=R; 

iii) 共 gEA, BEB, WW gp, 
集合 偶 (4， B) 称 为 实数 五 的 一 个 分 划 ， 妆 称 为 这 个 分 划 的 下 类 ， B 

例 3 各 令 


nn 1,2, | 


A={plp<1} 
B=plip 守 1} 
则 {和 6, 吾 ) 是 一 个 实数 分 划 ， 


[ 例 4 4=tplp 是 负 实数 , 零 ,或 平方 小 于 2 的 实数 } 
五 一 人 PP 是 不 属于 和 4 的 实数 } 
不 难 验 证 (4, BB) 是 个 实数 分 虽 . 

定理 11( 戴 德 金 连续 性 定理 ) 设 (4, 让 是 一 个 实数 分 划 ， 则 
或 者 和 4 有 最 天数, 或 者 有 最 小 数 , 三 者 必 居 昌 仅 居 其 一 ， 

证 明 因为 B 守 名 ,由 条 件 了 和 ii), 4 是 有 上 界 的 非 罕 实 数 
集合 ， 根 据 定 理 10, sup 4==& 在 在 ， 若 cd 则 和 就 是 4 的 最 大 
数 , 否则, @ 就 是 前 最 小 数 ， 证 毕 . 

定理 11 告诉 我 们 , 任何 一 个 实数 分 划 都 可 以 由 一 个 实数 洲 产 
生 , 大 于 读数 的 实数 在 上 类 中 ， 小 于 该 数 的 实数 在 下 类 中 ， 至 于 该 
数 , 则 属于 两 类 之 一 ， 如 果 类 伺 于 定义 17 去 考 虚 全 体 有 理 数 的 分 
划 , 那 末 情形 就 不 一 样 了 ,六 不 是 任何 有 理 数 分 划 都 可 以 由 一 个 有 
理 数 产生 出 来 , 读者 试 研 究 下 面 这 个 有 理 数 分 划 : 

二 {rl? 是 负 有 理 数 、 零 或 平方 小 于 2 的 正 有 理 数 } 
如 一 tr|17 是 不 属于 4 的 有 理 数 } 
证 明 A4 里 不 存在 最 大 数 , 吾 里 世 不 存在 最 小 数 ， 因 此 ， 定 理 于 克 
是 从 分 划 的 观点 刻 划 了 了 有理数 的 不 完备 和 实数 的 完备 性 ，1872 
和 年， 德国 数 学 家 戴 德 人 金正 是 从 这 个 角度 去 建立 整个 实数 理论 ， 关 
于 这 部 分 肉 容 , 读者 可 议 辕 读本 书 第 四 于， 

定理 7 到 定理 11 从 不 辣 的 角 旗 论证 了 实数 的 完备 性 ， 实 际 
上 , 它们 是 互相 等 价 的 ， 细 心 的 读者 会 发 现 , 我 们 在 这 些 定理 的 次 
序 安排 上 是 使 得 后 一 个 定理 的 证 明 只 须 用 到 前 一 个 定理 的 结论 ， 
因此 , 只 要 能 用 连续 性 定理 去 证 明 柯 西 蕉 蜀 , 那 末 便 得 出 这 组 定理 
的 等 价 导 了, 有 兴趣 的 读者 不 妨 一 试 ， 
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捞 足 正 实数 ， 于 中 Dm 一 站 


看 jnmm 一 所 WM sup nfo,— 1 


扣 


， 讲 明 实 数 友 列 p, 一 > 2.… 的 概 限 在任 ， 


k=l 


， 证 明仁 两 个 实数 间 必 有 一 无 理 数 . 
， 汪 明 枉 何 实数 都 是 某 一 个 有 理 数 全 从 的 上 确 价 ， 


专刊 用 巡 续 性 定理 证 明和 柯 西 准 则 . 
祭 能 可 具有 翰 数 晶 帮 利用 区 间 乱 过 程 构 二 实数 孙 统 ? 


vs 三 * 


第 四 竟 ”实数 的 戴 德 金 (DedeKkind) 
构造 


在 上 面 一 党 , 我 们 业已 从 数 威 的 完备 人 性 要 求 出 发 , 用 有 理 数 序 
列 的 等 价 类 建立 了 康 托 落实 数 ， 从 而 完成 了 对 极限 运算 其 闭 的 竺 
备 数 感 的 构造 . 本 章 我 们 将 从 另 一 角度 , 邵 从 数 域 的 连续 性 要 求 出 
发 , 用 有 至 数 分 制 来 建立 实数 ( 即 记 请 戴 德 金 实数 ), 从 而 完成 了 数 
轴 上 的 一 个 连续 无 隙 的 数 域 的 构造 ， 这 两 种 不 同方 法 建立 起 来 且 
实数 是 等 价 的 . 

本 章 上 站 先 将 给 出 戴 德 金 实数 的 定 浆 ， 接 着 定义 实数 的 序 ， 然 
后 对 仅仅 有 了 序 { 但 尚 无 距离 ) 的 实数 ， 证 明 有 其 连 续 性 和 完备 性 
的 全 部 定理 ， 关于 实数 的 代数 运算 及 性 质 ， 则 通过 建立 戴 德 金 实 
数 与 康 托 饼 实数 间 的 保 序 同 构 来 得 到 . 

对 于 初学 的 读者 来 讲 , 阅读 本 章 的 内 容 , 可 能 会 遇 到 一 定 肯 朵 
难 ， 但 读者 也 可 能 从 中 获得 其 些 有 荔 的 训练 ， 区 于 戴 德 金 分 划 理 
伦 的 范本 遍 述 , 我 们 建议 读者 参阅 非 赫 金 哥 尔 获 著 < 微 积分 学 教 
程 3 的 第 一 卷 第 一 分 册 的 绪论 部 分 ， 


§1 藏 德 金 实数 的 定义 
定 尽 1( 戴 德 金 实数 ) 设 纺 是 全体 有 有 理 数 的 集合 ， 儿 是 空 集 
会 ,五 是 如 的 一 个 子 集 ， 如 果 互 注 足 以 下 三 个 条 件 ; 
i) 个 拟 天 王公 
i) 巷 7ER, FEO rr 相 | 闻 和 大 : 
jii) 车 EX, 则 必 有 "EX, 使 得 7 一 7 
本 


则 称 克 是 一 个 实数 . 

按照 实数 的 上 述 定 多 ,一 个 实数 就 是 一 个 有 理 数 组 成 的 集合 ， 
但 这 个 有 理 数 集 必 须 具 省 这 样 一 些 性 质 : 它 既 非 空 集 ， 又 非 全 体 
有 理 数 的 集 , 即 这 个 集合 至 少 含 有 一 个 有 理 数 , 又 至 少 有 一 个 有 理 
数 不 属于 它 ( 条 件 D3) 如果 -~ 数 属 干 谱 集 ， 那 末 几 是 比 这 个 数 逊 
要 小 的 有 理 数 部 属于 访 集 { 条 体 11)); 几 属 二 该 集 的 有 有 理 数 都 不 
是 这 个 集合 中 的 最 大 数 , 即 这 个 集合 没有 最 大 数 ( 条 件 11D)., 

. 例 1] 设 吾 是 由 小 十 1 的 所 有 有 理 数组 成 的 集合 , 即 

FEF={7rE|r<1} 

容易 验 让 , 有 理 数 集 加 满足 条 件 ), ii)、iii)， 从 而 被 定义 吾 是 一 
个 实数 . 

| 例 2」 谤 4 是 计 炳 有 负 有 理 数 、 数 0 及 所 有 平方 小 于 2 舶 


下 有 理 数 给 成 的 党 全 , 好 
A={r2Q1r<0 或 之 2 
则 有 有理数 集 生 满足 条 件 让 ,让 ) ,iii), 从 而 按 定 多 4 是 一 个 实数 ， 
4 祺 足 条 件 让 和 让 ) 是 容易 验证 的 ， 现 验证 它 满 足 条 件 iii): 


县 7>0 且 7E4, 于 是 由 r?<2， 有 2 二 >0, 而 由 阿 基 米 得 公 


2 
理 , 可 取 一 个 正 整数 ho， 使 得 > 沁 3?， 因 而 有 2 一 > 
2r7 1 


2 1 1 ? 
2> 闻 十 到 十 志 >>(r 十 让) 
因此 r+ 产 E4 且 r+ >7, 于 是 4 满足 条 件 iii)， 
由 


在 以 上 两 例 中 , 有 理 数 集合 吾 和 4 都 满足 条 忻 门 i) ,iii)， 所 
座 按 定义 ,加 和 有 4 都 是 实数 .然而 ， 在 它们 的 座 和 集合 人 BB 和 的 \4 
中 却 有 不 同 的 情况 : 在 集合 0\B 中 有 最 小 数 ， 这 个 最 小 数 就 是 
有 理 数 1; 而 在 集合 的 4 中 却 没 有 藤 小 数 ， 这 可 以 用 证 明和 4 中 无 


s 


荫 大 数 的 类 己方 法 去 验证 它 ， 

一 般 好 说 , 度 训 是 一 个 实数 , 即 芋 是 满足 条件 怠 、 让 ,i 让 的 有 
理 数 集合 , 那 末 在 多 集 合 们 了 中 可 能 有 最 小 数 ， 电 可 能 没 存 最 小 
数 ， 纪 上 两 例 表 明 : 这 两 种 逻辑 上 舶 可 能 情况 ， 在 实际 中 确实 都 
上 存在， 这样, 我 们 可 以 控 照 伯 集 合 名 \ 中 有 无 最 小 数 的 不 同 ， 把 
实数 分 成 两 类 : 属于 第 一 类 的 实数 下 ， 在 诊 集 合 从 了 中 有 最 小 
数 ; 属 十 第 二 类 科 实 数 了 ,在 包 集 合 信 了 了 中 投 有 最 小 数 ， 

现在 我 们 来 让 明 以 下 命题 : 

命题 】 苇 s 是 一 个 第 一 类 实数 的 充分 必要 条 人 忻 是 : 存在 有 
理 娄 70, 使 得 萤 o 恰好 是 由 小 十 ro 的 所 有 有 有理数 组 成 网 集合 , 即 在 
在 有 有 有理数 yo 性 得 

X= {rE rro} (1) 

证 明 必要 性 如 果蔬 是 一 个 第 一 类 实数 ， 那 未 多 集 人 
Xo 中 就 有 最 小 数 , 记 人 了 ,中 的 最 小 数 为 To， 于 是 对 任意 的 有 有 
理 娄 了 过 To 就 布 rE Ko, 旭 有 ?EXo， 因 此 有 147EIT 过 To} 守 夺 0， 
而 对 任意 的 有 理 数 ?+ 宇 76o, 由 于 误 G 语 是 茶 件 1 且 roE Xo, 页 有 
re， 因此 着 0 三 (71? 之 ro}， 从 而 等 式 (1) 成 立 . 

充分 性 :如果 于 0 古 形 如 (1) 式 的 有 理 数 集 , 则 容易 验证 了, 油 
果 笨 件 1、ii ,iii 有 76 是 佬 集合 Xo 的 最 小 数 ， 所 以 了 Xo 是 一 
个 第 一 类 实数 ， 

这 样 ,对 每 个 月 理 数 Yo， 由 (1) 式 确定 了 一 个 第 一 类 实数 0; 
尽 之 , 对 每 个 第 一 类 实数 Xo, 有 了 叭 一 的 一 个 有 理 数 **， 使 得 (1) 式 
成 立 ， 因 此 , (1) 式 给 出 了 全 体 有 理 数 与 爹 体 第 一 类 实数 之 同 的 一 
个 一 一 对 应 ， 记 与 有 理 数 7 对 应 的 第 一 类 实数 为 了 (7?), 即 

XT) {CY|s<r} (2) 
并 称 (7) 为 有 理 实数 ; 问 时 ， 第 二 类 实数 称 为 无 理 实 数 ， 全体 实 
数 的 集合 将 记 作 2, 


是 肯 及- 申 
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1， 诈 图 ; 
(1) 有 限 个 请 是 条 件 让 、ii) 、iii) 的 有 有理数 集合 天 1, 无:, …， 匡 ,的 和 集 
|] x, 与 交集 门 蔗 , 仍 是 注 足 条 件 让 ii),ii) 的 有 好 数 集 ， 


t= | 
(2) 无 限 多 个 请 足 条 便 让、iii) 的 有 再 数 集 的 和 集 满足 条 件 ii) 和 iii)， 
(3) 无 限 允 个 满足 条 件 让 的 有 理 数 集 的 交集 满足 条 件 这 
2 证明: 有理 数 集合 正二 {rE81r 过 0 或 7 过 3} 定义 了 一 个 第 二 类 次数 ， 
3， 证 明 ;， 有理 数 集 合 二 {475 虹 1 存 在 %， 使 得 7 之 Tn} 是 一 个 第 二 类 实 
数 , 共 中 有 再 数 序列 {f 小 分别 为 : 
(D rl 二 十 中 (11 2 
] 


1 I 
(2) rn ar 【名 ,中 


4， 设 匡 是 一 个 有 理 数 集合 , 即 下 三 鲜 了 是 互 的 余 集 台 , 即 了 一 不. 证 
明 ， 
(1) “下 满足 条 伴 让 ”等 价 十 "了 满足 人 条件 让， 
(2) “时 满足 条 件 这 ?等 价 了 于 "对 每 个 rE 王 和 对 每 个 ”ETF, 都 有 cr 
区 多 价 于 "了 清 足 下 面 的 条 件 iv): 
jy] 蔡 rEY, r<7 C98, 则 TE, 
(3) 车 下 是 一 个 实数 , 即 匹 满足 条 件 五 ,1 和 1) ,出 了 工 一 名 区 陵 请 足 冯 
件 了 和 i) 外 ,还 可 能 议 足 (和 下面 有 的) 条 性 Vi: 
让 车 rEF, 各 必 有 rE, 使得 7 <r。 
并 且 当 且 仅 当下 不 汶 足 策 伴 或 五 是 第 二 类 实数 时 ,了 满足 苯 件 D、IV) ,VY). 
5。 设 雪 ,8 是 任意 给 定 的 两 个 非 空 有 理 数 集合 ,请 中 
二 二 417EQ | 若 r'EB, 则 ?各 ?人 
B=fr'EQ| 若 +E4, 则 7 二 7 
征明: (1) 4 请 是 和 荣 件 号 和 1 ,五 满足 条 件 电 和 硒 17); 
【2) 六 请 足 条 件 ii 刘 当 且 促 当 五 满足 条 件 站， 人 *? 
(*) 可 以 把 实数 室 关 作 忆 下 修改 ; 称 讲 足 本 题 条 件 的 有 理 数 集 4、B 组 成 的 序 
假 (4, 吾 ) 为 一 个 有 理 款 分 划 ， 耐 艳 每 一 个 有 理 数 分 划 定 站 为 一 个 戴 德 爹 实 束 。 这样， 


每 个 第 一 类 实数 对 应 车 一 个 入 不 泗 足 条 停 iii) 或 吾 不 满足 茶 停 Y) 的 分 划 {4, B), 而 每 
个 第 二 举 实 数 对 应 着 一 个 4 识 足 条 件 iii) 或 下 讲 足 条 件 v) 的 分 划 ( 4 号 )。 


s SD 


2 实数 的 序 

载 德 金 实数 作为 有 理 数 的 集 人 台 , 它 的 顺序 关系 { 序 的 定 关 见 第 
一 章 $4) 可 以 由 集 台 的 包含 关系 来 定义 : 

定 必 2 设 了 XX 和 了 是 两 个 性 意 的 实数 . 和 如果 集合 的 包 合 关系 
站 三 了 成 站 , 则 记 作 有 七 夸 了 (或 记 作 了 衬 )， 并 称 实数 苹 不 大 于 实数 
了 (或 称 实 数 不 小 于 实数 蔷 ). 

实数 的 顺序 关系 具有 以 下 性 质 : 

(LI 1) 若 下 < 了 ,了 8 刚玉 过; 

(I.2) 洪 耻 过 了 和 了 所 六 , 则 入 二 了; 

(LI 3) 对 任意 两 个 实数 素 和 了 必 有 下 < 了 或 了 上 委 瑟 成 也， 

性 质 人 .1 和 (2 可 出 定 区 2 立即 推出 ， 现 证 性 质 (I. 3): 根 
据 顺 序 关 系 的 定义 ， 需 证 包含 关系 字 三 了 和 了 宇 于 至 少 成 立 其 中 
之 一 ， 倘 车 包含 关系 了 守 不 成 立 , 就 应 有 有 理 数 ”， 使 得 7'&Y， 
有 和 *'EX， 王 是 对 任意 的 有 理 数 ”， 如 果 EX， 则 由 玉江 是 条 件 
ii), 可 推出 < 天光。 而 困 工 满足 条 件 ii 和 YET， 隋 得 到 ET。 图 
此 天 三 了 FY，( 项 人 恒 指出 , 在 这 里 我 们 仅仅 利用 了 条 件 iD》. 

定 尺 2” 如 果 四 了 (或 了 之 XX) 且 半 看 了 ， 则 记 作 六 < 了 (或 
了 >> 荆 ), 并 读 作 “下 小 于 了 "(或 “了 大 于 XX”). 

这 样 , 显然 有 : 

“YY 4 了 或 天 二 了 等 价 ， 同样 地 , 证 守 站 ?与 字 半 站 
或 了 一 站 ”等 价 ， 并 且 由 碎 上 性 质 〈I. 1 一 3)， 可 以 推出 以 下 两 个 
性 质 : 

(TI.1 对 任意 两 个 实数 卫 和 和 了， 了 以 下 三 种 关系 上 必 有 且 仅 有 
其 中 之 一 成 苹 : 

发 < 下 ， 买 一 了 ， 卫 一 已 

《TI. 2 基因 二 了 ,了 < 多 则 发 < 天台 

* 站 


性 质 代 .17 的 证 明 : 如 果 玉 < 之 了 和 有 = 了 都 不 成 立 , 那 末 总 委 
不 成 立 旦 互 二 了 , 于 是 由 性 质 (1.3) 就 有 也 苹 且 芷 夺 了 了， 从 而 有 
7 一 发。 坊 三 种 关系 至少 成 立 其 中 之 一 ， 另 外 ,如果 有 五 < 了 , 即 有 
下 过 了 日 太志 了 于 是 由 (I. 2), 了 扩 X 和 下 = 了 都 不 成 立 , 故 了 <X 和 
下 二 了 都 不 成 立 ， 同 样 地 , 如 果 了 过节 , 则 芒 < 之 了 和 于 二 了 都 不 能 成 
立 ， 如 果 时 = 了 , 则 按 定 文 , 瑟 <7 和 了 < 一 X 都 不 成 立 ， 因 此 三 种 关 
系 至 多 成 立 其 中 之 一 . 

特质 (I, 20) 的 证 明 ， 车 发 < 了 了 一 入 则 有 王女 了 ,了 多 2 于 是 
由 (I 1), 有 下 所 多 丽 由 (I 1'), 又 有 下 专辑， 于 是 苹 < 多 . 

这 里 的 性 质 (I, 1 一 2 是 用 “< 之 "关系 的 定 六 和 性 质 (I. 1 一 3) 
来 证 明 的 。 显然 , 性 质 (1.1 一 2 本 来 是 可 以 根据 实数 和 实数 顺序 
的 定 闵 直接 验证 的 。 还 项 要 指出 ， 根 据 “ 邱 魏 Z 等 价 于 瑟 < 了 或 
发 =Y”, 固 性 质 代 .1 工 一 和 也 可 以 推出 性 质 4L 1 一 3). 


| 题 
1. 根据 "了 之 7 与 * 玫 了 昌 玉 千 了 "特价 ,和 证明 ; 性 上 质 (I, 1 一 3) 与 性质 
(I. 1 一 27) 光春 ， 
2， 仅 利用 实数 贤 序 关系 的 性 质 (L 1 一 3) 证明: 岂 数 列 tws) 都 有 单调 的 
子 序列 . 
(提示 ; 不 妙 设 序列 (xn) 的 项 是 两 两 不 相同 的 ,) 


§ 3 确 界 存在 定理 ”连续 性 定理 
有 了 次 数 须 序 概念 以 后 ， 就 可 以 用 第 三 章 定 义 15 和 16 的 手 
述 方式 引入 实数 集合 克 的 上 (下 ) 界 和 上 (下 ) 确 界 的 概念 中， 容 
易 证 明 : 实数 Bo 是 实数 集合 于 的 上 确 界 的 充分 必要 条 件 是 以 下 
两 个 条 件 得 以 福 足 : 
(") 计价 中 涉 下 的 一 些 概 念 , 扩 是 市 另外 强 诵 的, 其 含 疙 均 与 第 三 登 相 辐 ， 
加 


1) 对 每 个 了 EE, 都 有 下 所 Bo; 
2) 对 每 个 实数 4<<Bo, 必 存 在 实数 古 ocE, 使 得 4<< 工 n， 
类 似 地 , 可 以 给 出 实数 集合 主 的 下 确 界 的 充分 必要 条 体 . 
由 有 限 个 实数 组 成 的 实数 集合 一 必 有 最 大 数 和 最 小 数 ， 这 最 
大 数 和 最 小 数 分 别 就 是 集合 尘 的 上 确 界 和 下 确 卉 ， 一 - 艇 地 说 ， 邵 
果实 数 集合 训 中 有 最 大 (小 ) 数 ， 那 未 这 个 最 大 (小 ) 数 就 是 集合 并 
的 土 ( 下 ) 确 界 。 但 是 ， 由 无 限 多 个 实数 组 成 的 实数 集合 于 未 必 有 有 
节 大 (小 ) 数 (与 引 LE 的 习题 第 工 题 比较 )， 
定理 1 ( 确 界 存在 定理 ) ” 非 空 的 有 .上 界 的 实数 集合 信 有 上 
确 和 拖 . 
证 明 设 庆 是 一 个 非 空 的 有 上 界 的 实数 集 台 , 对 六 的 任 一 上 
先 B, 不 等 式 
总 区 五 
对 一 切 了 XE 区 都 成 六 ， 根 据 实 数 及 其 丹 序 的 定义 ， 对 任意 的 了 E 详 
都 有 
XB 
全 


Bo= [jx 


WM BoSB. 

首先 证 明 , Bo 是 一 个 实数 ， 即 Bo 是 请 足 条 件 蕊 、 订 和 ii 的 
有 理 数 集 ， 避 显然 是 一 个 有 理 数 集 ， 因 为 诗 非 空 且 有 上 界 , 故 有 
实数 Zoc# 和 鞠 的 土 界 B， 使 得 Xo 生 Bo 宇 B, 由 于 芳和 8B 都 满足 
条 件 习 , 故 疡 也 请 足 条 件 翅 ， 对 企 意 的 YEBo， 由 和 集 的 定 交 ,有 
EX, 使 得 7EX,， 由 于 1 满足 条 件 动 和 衣 )， 故 对 每 个 有 理 数 
7 <7, 有 了 人 1 且 存 在 有 理 数 ro>7, 使 得 ?oEX; 于 是 由 六 三 Bo， 
有 了 < 和 YocBo， 所 以 闷 世 满足 条 件 切 和 31i)， 从 而 百 是 一 


时 2 和 


个 实数 ， 

其 次 证 明 , Bo 是 汞 的 上 确 界 .因为 对 任意 的 XEF, 都 有 

及 导 Bo， 即 XB, 

所 以 Bo 是 实数 集合 于 的 上 界 ; 而 对 于 无 的 任意 的 一 个 上 界 B， 则 
由 Bo 守 B, 有 BoB， 所 以 Bo 是 芷 的 最 小 十 界 ( 即 上 确 界 )，、 定 更 

类 伏地 , 可 以 证 明 : 

定理 1 非 空 的 有 下 界 的 实数 集合 必 有 下 确 界 . 

事实 上 ， 由 非 空 的 有 下 界 的 实数 集合 天 可 以 作 一 个 有 理 教 集 
4o， 使 得 4 等 于 所 有 属于 守 的 有 理 数 集 碟 的 交集 ， 由 闭 非 空 且 
有 下 界 ， 故 交集 4 满足 条 件 i， 而 由 先 中 的 所 有 六 都 满足 条 件 
ii)， 故 交集 4 也 满足 条 件 i 让。 如 果 交 集 44 中 没有 最 大 的 有 理 
数 ， 那 未 交集 4 还 满足 条 件 i); 如 果 交 集 do 中 有 最 大 的 有 理 
数 , 那 末 从 集合 46 中 去 掉 这 个 最 大 数 后 , 所 得 到 的 集合 4,， 除 了 
仍然 满足 条 件 和 和 这 以 外 ， 还 满足 条 件 过)， 所 以 4( 或 者 4，) 
是 一 个 实数 ， 并 且 还 可 以 类 仆 地 证 明 , Ao( 或 do) 是 集合 蔚 的 下 确 
界 ， 证 明细 节 , 请 读者 完成. 

综合 定理 1 和 定理 1 我 们 得 到 : 

定理 1” 非 空 的 有 界 的 实数 集合 必 有 上 了 确 界 和 下 确 界 . 

这 个 定理 刻 划 了 实数 与 有 理 数 的 基本 区 别 . 在 有 理 数 范 
内 , 同样 可 以 有 有 理 数 集 的 上 界 和 上 确 异 峰 念 ， 但 一 般 来 说 , 非 空 
的 有 上 界 的 有 理 数 集 未 必 有 有 理 教 的 上 确 界 ， 如 例 2 中 的 集合 4 
基 非 空 的 有 上 界 的 有 理 数 集 ， 但 任意 ~- 个 有 理 数 都 不 是 4 的 上 确 
界 . 这 说 明 在 有 理 数 范围 内 , 确 界 存在 定理 并 不 成 立 . 

下 面 ， 我 们 再 来 证 明 一 个 定理 ~ 一 实数 的 连续 性 定理 ， 从 这 
个 定理 的 叙述 中 , 我 们 同样 地 可 以 看 到 实数 与 有 理 数 的 基本 区 别 . 

定理 2( 实 数 的 连续 性 定理 ) 设 统 是 爹 体 实数 的 集合 , 如 果 


地 二 


广 在 注 足以 下 三 个 条 件 的 实数 集合 ; 

1 )》 过 计 二 计 芒 ; 

2") 若 EX, XER, X' <X, 则 和 EX; 

3")》 若 XERX, 则 存在 X'EX, 使 得 下 <<X', 那 末 在 你 集合 28 
中 必 有 最 小 数 . 

证 明 由 条 人 忻 1°, 和 集合 芭 非 空 且 有 不 属 干 主 的 实数 ; 而 由 条 
件 2°, 不 属于 芋 的 任意 实数 B( 即 BEE) 一 定 是 区 的 王 界 ， 因 
此 ,区 是非 空 的 有 上 界 的 实数 集合 ， 了 于 是 根据 定理 1, 集合 将 存 在 
土 确 界 Bo， 由 条 件 3"，BoEXE， 即 BESUXE; 而 由 于 对 任意 的 
BERW\E, 都 是 区 的 上 界 , 故 Bo 志 B, 所 以 Bo 是 统 \ 广 的 晤 小 数 . 
证 毕 ， 

定理 2 指出 , 在 实数 集合 哆 范围 内 , 满足 条 件 1",2 、3 的 实 
数 集 合 芋 的 和 党 合 统 \ 主 中 一 定 有 最 小 数 ， 这 一 事实 在 有 理 数 绞 
围 内 是 不 成 立 的 ， 在 有 理 数 范围 内 请 足 条 件 让 让), 1 的 有 理 数 
集合 工 的 铬 集合 四 了 中 可 能 有 最 小 数 、 也 可 能 没有 最 小 数 . 它 
说 明 :， 从 顺序 圭 去 看 , 有理数 是 有 “孔隙 ”的 , 而 实数 是 没有 “ 筷 际 ” 
的 ， 记 以 定理 2 称 为 实数 的 连续 性 定理 . 

定理 3 设 {[4,, Bj]|%=1，2,“…} 是 一 捉 闭 区 间 , 且 袜 是 条 
件 [4;, BJSEA, i Bn] (3=1,2,.…), 则 


ry 


门 [4 Bil 寺 儿 


妈 宇 ] 


证 明 由 假设 对 每 个 自然 数 %, 都 有 [4,,，B,] 宇 [| 4a 1Ba+1j， 

所 以 当 自 然 数 % 志 mm 时 , 有 LA,，B, ] 己 [An，Bmj], 即 有 A 所 A 

B, 志 B,。 由 此 就 有 4 所 Bw 和 4s 夺 B。， 因 此 ， 不等式 4 二 Bn 

对 任意 的 自然 数 上 和 刀 都 成 立 ， 于 是 每 个 Bu 都 是 集合 < 一 td 

4 4 的 于 界 ， 故 根据 定理 1, 集合 郑 有 王 确 界 Xo. 因此 ， 

对 每 个 自然 数 8, 由 4,E, 有 4, 志 Xo, 并 由 B。 是 美的 圭 界 ,又 有 
a 


Lo . 所 以 对 每 个 自 然 数 R, 者 有 4 0 好 有 有 0E[ 4 
Bj (3 二 1; 2,"…*}。 从 而 .有 


[| £4;, B,J] 二 2 


二 题 


1， 利 由 定型 2 证 戎 定理 1" 
2， 设 必 和 弛 是 满足 以 下 条 件 的 两 个 非 空 实数 党 合 ， 
一 1 下 E 哎 | 对 每 个 下 疙 并, 都 有 正祥 六 人 
郊 二 {了 必 统 | 对 每 个 Ex 都 有 苹 志 广 作 
根据 实数 的 定义 证 明 ， 交 和 沫 wi 门 甸 是 单 点 全 ， 
(提示 : 考虑 有 末 数 集 Xo= [并 ) 
En 
3， 由 央 2 的 结果 可 证 定理 1* 和 定理 2, 也 可 证 明定 理 3. 
4， 和 如果 集合 和 包含 在 -一族 集合 多 ,CtET) 的 和 集 内 , 即 x 三 ||,， 则 
称 集合 名 被 集合 族 {2 ,| 1ET} 所 种 盖 ， 证 明 以 下 有 限 禾 盖 定 二 : 
如 果 一 个 闭 区 向 [4 有 ] 被 一 族 开 区 间 介 二 {9 ,| 对 短 个 46T, ,是 一 个 开 
区 间 } 所 覆盖 , 则 在 族 避 中 有 有 限 个 开 区 间 ,多 …, Bs， 使 得 有 限 开 区 
癌 旋 5,， Ee "ys 了 41 也 种 座 亲 区 间 E44， Bl. 
(提示 :不 妨 设 族 马 中 的 符 一 个 开 区 间 台 ,都 包含 在 某 个 固定 的 有 界 区 
和 间 肉 ， 考 虑 实数 党 全 绕 ， 绕 一 {CE 镶 | 亲 区 同 [4, 0] 被 介 中 有 限 个 开 区 各 所 
种 盖 }, 并 利用 定理 1. ) 


§ 4 几 个 辅助 性 质 


实数 的 顺序 与 有 理 数 的 顺序 之 间 的 密切 联系 ， 可 由 以 下 几 个 
辅助 性 质 来 描述 , 这 些 性 质 在 下 而 将 经 常用 到 ， 

性 质 (F) 设 卫 是 个 实数 ,7 是 个 有 理 数 ， (7r) 是 由 81 中 (2) 
式 确定 的 有 理 实数 ， 则 “roEX” 与 <“ 久 志 入 (ro)” 等 价 ; “roEX" 与 
“(70) 之 了 "等 价 ;特别 地 “7, 过 ?2 与 全 (71) <Xtrs)" 等 价 . 

证 明 ”由 子 满 是 条 件 让 , 所 以 “7?oEX” 等 价 于 “对 每 个 有 理 


® 3 


数 rEX, 有 7 过 ro”。， 由 (2) 式 ， 即 等 价 于 "下 三 X(70)”， 于 是 按 实 
数 硕 序 的 定义 ， 叉 等 价 于 “ZX 志 鲜 (70)”， 因 此“roEX” 等 价 于 “外 才 
Xtro)”. 根据 实数 硕 序 性 质 {I, 1), 由 “roEX” 等 价 于 “ 环 志 议 (70)”， 
可 得 ”70 "多 人 价 于 “外 (70) 过 也 特别 地 , 如果 ?1 一 +6, 玉 二 环 (7,)， 
刚 有 "7? ,<r。 等 价 于 (7) 之 证 (re 

“ri<ra 与 “R(ri)< (ra)” 等 价 表 明 : 有 理 数 * 与 根据 {2) 
式 确定 的 有 理 实数 革 (r) 之 辣 的 一 一 对 应 保持 顺序 不 变 。 因 此 ， 
如 到 把 有 理 数 * 和 与 之 对 应 的 有 理 实数 站 (7) 等 间 和 看 待 ， 有 理 数 
就 是 实数 的 一 部 分 性质 {F) 反映 了 有 理 数 硕 序 与 实数 顺序 之 问 
的 基本 联系 . 

性 质 (D) 设 互 和 了 是 两 个 任意 的 实数 , 如 果 瑟 < 了 ， 则 必 有 
有 理 实 数 A(r0), 舍得 下 二 (70) < 了 

证 明 由 开 <7, 故 有 有 有理数”, 使 得 "<E7 且 EX， 由 了 满 
足 条 件 计 ), 又 有 有 理 数 ro>*' 使 得 roEY， 于 是 由 性 质 (zZ7， 有 
ENT) Er) FY., 

性 质 () 表 明 , 在 任意 两 个 不 间 的 实数 之 间 必 有 月 有 理 实数 . 这 
个 性 质 称 为 有 理 实 数 在 实数 中 的 黎 密 性 . 

利用 有 理 数 满足 阿 基 米 得 公理 , 还 可 以 证 胃 : 

性 质 (4) 设 和 是 一 个 任意 的 实数 ,se 是 一 个 任意 的 正 有 理 
数 , 那 末 必 有 了 唯一 的 整数 各, 使 得 

ej)e) 

证 明 由 实数 的 条 件 门 有 有 有理数 r+, 和 rs;， 使 得 mE 有 和 
rscE， 由 于 有 理 数 满足 阿 基 米 得 公理 , 故 对 正 有 理 数 &, 存在 整数 
和 1, 分 别 有 如 过 ri 和 2e>>m， 而 由 条 件 这 ,有 rr<ro 从 而 


kz 率 实 上 , 扫 rz 时 , 取 上 三 一 1 识 有 Ee 莹 ?而 当 ! 三 9 肝 , 由 隔 基 米 得 公 
理 , 有 自 热 熬 m, 使 得 ss 一 ri 于 是 说 开 一 一 mm， 就 有 后 <r5， 业 个 地 可 证 ， 存 在 整 
赦 了 使 得 r; 之 1e. 


章 届 本 


2 一 7， 而 在 ! 一 & 十 1 个 整数 到 《十 1 …， 一 1 中 必 有 一 个 整 
数 和 ,使 得 KoE EX, 而 (Lo 十 1)eE 及 ， 显 然 , 由 条 件 i), 过冬 的 整数 
fo 怀 叭 一 的 ， 于 古 由 性 质 (F), 就 得 到 不 等 式 和 te) 二 让 二 和 (0 
二 1)e). 
性 质 {4') 设 革 是 一 个 任意 的 实数 ，s 是 一 个 任意 的 正 有 理 
数 , 则 必 有 有 理 煞 76, 使 得 
CT 十 
事实 上 , 对 有 理 数 ?>0, 令 0 一, 则 ar 是 正 有 理 数 , 故 由 性 
质 (4), 有 整数 如, 使 得 
REE0) TARL RT I) eo (ET) eo) 
于 是 令 70 一 ko80, 就 有 
Cr) 人 re) 


习 题 
1， 证 明 : 不 存在 最 大 的 实数 , 也 不 存在 最 小 的 实数 ， 
2， 证 明 : 尾 章 两 个 有 理 实 黎 之 间 必 有 无 理 实数 . 
3， 证 明 性 质 (4 与 以 下 性 质 禁 价 ， 设 开 是 尾 总 给 定 的 一 个 实数 ,ze 是 一 
个 性 章 的 正 有 理 数 , 那 玉 必 有 了 唯一 的 整数 和 ,使 得 不 (有 E) 扫 在 于 并 (和 十 1)E)。 


$3 实数 序列 的 极限 


定 沁 3 人 设 (X,) 是 一 个 实数 序列 ,有 6 是 一 个 实数 ， 如 果 成 立 
以 下 两 条 件 ; 

(a) 对 任意 的 实数 4<2, 都 存在 自然 数 入 二 和 (A), 使 得 当 
自然 数 2% 之 入 有 时, 有 44 二 六 ,》 

(8B) 对 任意 的 实数 BB> 了 Xo, 都 存在 自然 数 廊 二 NN'(B)， 使 得 
当 自 然 数 之 和 N 时, 有 ,<B. 
则 称 实 数 序列 (发 。) 是 以 Xo 为 极限 的 六 证 序列 ， 记 作 


面 本 和 和 和 嘿 对 呈 收 里 


jim 总 ,二 总 ， 

根据 $ 4 的 辅助 性 质 (D)7， 在 上 述 收 化 序列 的 定义 的 叙述 中 ， 
如 果 把 “对 任意 的 实数 4<o7 改 为 "对 任意 的 有 理 实 数 4<<Xo"， 
而 把 “对 任意 的 实数 B>> 且 ” 改 为 “对 任意 的 有 理 实数 B>> 了 XX,”， 则 
定义 的 含义 不 变 ( 读 者 可 自行 验证 ). 

命题 2 ”收敛 的 实数 序列 是 有 界 的 ， 

证 明 设 { 有 ,) 是 以 也 为 极限 的 收敛 实数 序列 ， 取 定 两 个 实 
数 A, 和 Bo。， 使 得 40< 了 Xo。 入 ,< 之 Bo。 (根据 实数 的 定义 和 性 质 
(F), 4o 和 Bo 可 了 到 作 有 理 实 数 )， 于 是 由 条 件 (a) 和 条 件 ( 户 ， 
存在 自然 数 NN 和 NW', 使 得 当 nn 之 NN 时, 有 和 过 耻 ,而 当 nn 这 和 N' 时 ， 
有 中 ,< 之 Bo， 令 4 为 有 限 个 实数 是 ， 民 :，…， 和 rd 中 的 最 小 
数 , 而 令 B 为 有 限 个 实数 下 ,四 2; … 和 wu Bo 中 的 最 大 数 ， 出 不 
等 式 4 委 民 天 8 对 一 切 自 然 数 % 都 成 立 ， 因 此， 实数 序列 (X，) 
是 有 界 的 . 

命题 3 任 一 实数 序列 至 多 有 一 个 极限 . 

证 明 ”用 反 证 靶 ， 俏 车 某 个 实数 序列 (和 ) 有 两 个 不 同 的 极限 
En 和 .不 站 设 <X ,由 性 质 ( 瑟 ), 有 实数 Co， 使 得 oo<Co< 
X;， 于 是 由 剖 是 序列 ( 开 ,) 的 极限 和 Ch< Xi ， 故 根据 条 件 (c)， 
存在 自然 数 驴 , 使 当 ma 区 时 ， 有 Co<， 而 由 是 序列 (全 ，) 
的 极限 和 Zoo<Cu, 根据 条 件 (8)， 巡 存在 自然 数 久 ， 使 当 n 入 ' 
时 , 及 ,< 之 Co。 这样, 当 自 然 数 pn 二 max (CN, 六) 财 , 就 有 有 C0 六 。 
入, 过 0o， 这 与 是 序 的 性 质 (I, 1 党 盾 ， 所 以 有 两 个 不 同 的 极限 
的 实数 序列 (和 。) 是 不 存在 的 ， 证 毕 . 

定理 4 ”单调 有 界 的 实数 序列 必 有 极限 . 

证 明 ”只 证 单调 递 瑞 的 情形 .单调 递减 情形 物证 明 是 类 似 的 ， 

设 (。) 是 单调 递增 的 有 界 实数 序列 ， 则 由 序列 (X.) 有 界 , 存 
在 实 著 B,, 使 得 对 每 个 自然 数 %n， 痢 有 ,二 B， 因 此 ， 和 集合 六 = 


" ON +* 


{四 王 ov， 是 线 瑟 为 其 上 界 的 非 室 实数 集合 .根据 定理 
1, 集合 下 有 上 确 界 互 "一 sup 天， 现 证 明 : 是 序列 (Zs)》 的 极 恨 ， 

对 任意 的 实数 4 过 Xo, 由 不。 是 集合 天 的 上 确 界 ， 故 存在 自然 
数 入 ,使 得 及 EX 且 4 一 和 w。 而 由 假设 , 序列 ( 芝 是 单调 递增 的 ， 
于 是 当 %2WN 时 , 有 4 过 不 v 委 工 。， 所 以 条 件 (a) 成 立 ， 

对 任意 的 实数 器 >> 和 0% 出 于 不 。 是 集合 亦 的 上 乔 , 故 对 每 个 目 
然 数 % 都 有 下, 去 于 0， 于 是 不 等 式 站 雪 吾 对 一 切 自 然 数 吕 部 成 
立 ， 这 样 , 条件 ( 有 也 成 立 ， 

因 光 , 由 序列 极限 的 定义 ,了 o 是 序列 (有 a) 的 极限 , 定 玲 证 毕 . 

从 定理 4 的 证 明 , 可 得 以 下 推论 : 

推论 ”有 有 界 单调 递增 (递减 ) 序 列 的 极限 就 是 由 序列 的 项 组 成 
的 集合 的 上 ( 下) 确 乔 ， 

下 面 ， 我 们 再 来 给 出 一 个 关于 实数 和 有 理 实 数 之 间 联 系 的 辅 
助 性 质 : 

性 质 (C) 任 一 实数 都 是 某 个 单调 递增 (递减 ) 的 有 理 实数 序 
到 的 极限 . 

证 明 设 及 ,是 任意 给 定 的 一 个 实数 .对 每 个 自然 数 n, 取 正 


有 理 数 ea 一 去 , 根据 性 质 (4), 有 唯一 的 整数 ,使 得 
X (器 )<Fo<X ( (1) 


于 是 由 性 质 (F)， 对 每 个 自然 数 nm 有 如 “号 二 一， 从 而 由 


光一 汪汪 ,有 2kn < 有 ti 十 1 但 由 于 &, 和 各 + 十 1 都 是 整数 ， 故 


有 2 有 uc 为 4， 因此 , 对 每 个 自然 数 % 有 名 所 开车 . 


类 似 地 , 由 究 守 < 可 推出 对 每 个 自然 数 由 有 


| 于 


* kus +1 ks +1 


mnt+1 = 加 


这 样 , 对 每 个 自然 数 m 令 rs 一 乱 和 7 一 各 二 1=r,++ 汤 ， 就 


得 到 单调 递增 的 有 理 数 序列 (7,;) 和 单调 递减 的 有 理 数 序列 (7，)， 
且 不 等 式 (1) 可 写成 


X(T) <XSX(T) Xr + 直 ) (n=1,2,%…) (2) 


其 中 席 列 (和 (rs 力 和 (和 (7 分 别 是 与 有 理 数 序列 (rs) 和 (9) 对 应 
的 单调 递增 和 单调 递减 的 有 理 实数 序列 、 下 面 我 们 来 证 明 : 序列 
《XLrn)) 和 ( 玉 (r5)) 都 是 以 站, 为 极限 的 收敛 序列 . 

事实 上 , 由 不 等 式 (2), 单调 序列 (ZX(7。)) 和 (XX(r")) 都 是 有 界 
的 ， 于 是 根据 定理 4 有 实数 Xs 和 Xs， 使 得 六 , 一 limXX(r，) 各 
Xs 二 limXX(ra)， 并 且 , 由 定理 4 的 推论 , 对 每 个 自然 数 ”有 


Xr ) EE Ko TIER) 一 X(r,+ 去 ) 


倘若 芒 , 直 下 ,或 者 了 ,二 卫 ;， 就 诺 有 六 ,< 二 王 ;。 于 是 由 性 质 
pd Ed dd 


取 充 分 大 , 使 得 Tr<? 十 高 <r'， 于 是 由 (rw) 志 革 ,<<X(r), 就 


有 有 7s 二 7, 从 而 有 1 因 有 买 Cr ) < 大 Cr 


但 这 与 玉 (7 站 之 名 ;<X(74) 逢 盾 ， 因 此 有 豆 。 一 民 o 一 到 0， 即 有 
Iim 有 (7 ) 二 太一 limX{r.) 


[ 注 ] 大 于 于 述 性 质 (C) 的 证 明 , 我 们 指出 以 下 两 点 : 
(1》 可 以 直接 按 极 限 的 定义 去 证 明 序 列 (X(r,)) 和 (C75)》 


® ji =» 


(2) 当 我 们 取 定 了 e, 一 二 以 后 ， 由 性 质 (4)， 得 到 的 r, 一 具 


是 四 不等式 (1) 唯 一 确定 的 。 如 果 我 们 改 取 oo 一 让， 其 中 是 大 
干 1 的 性 意 自 然 数 , 并 由 3 4 习题 的 第 3 题 ， 将 竹 到 唯一 确定 的 有 
理 煞 Ft 一 人， 使 得 不 等 式 


Xra) EX LX ) = X(r。 十 商 ) 
D 
对 每 个 自然 数 % 都 成 立 ， 在 附录 (ID 里， 我 们 将 要 证 明 ， 有理数 
rs = 党 等 于 实数 X 的 进位 无 穷 小 数 展开 的 第 n 位 (不 足 ) 近 侯 


小 数 ， 特 别 , 当 pg 一 2 或 3 一 10 时 ， r* 一 准 等 二 实数 XX, 的 二 进位 或 


十 进位 小 数 展开 的 第 着 世 {( 不 足 ) 近 人 局 小 数 ， 

现在 , 我 们 来 证 明 一 个 实数 序列 观 仇 的 判定 准则 , 它 实际 上 就 
定 南 突 数 的 顺序 概念 叙述 的 柯 西 收 谎 淮 则 ， 为 此 ， 移 给 出 以 下 
定 艾 : 

定义 4 设 ( 卫 ,) 是 给 定 的 实数 序列 ， 如 果 序 列 (,) 福 足 条 
件 : 对 任意 的 正 有 理 数 z:， 必 有 有 理 数 7==r(e) 和 自然 数 丸 = 
Ne), 合 得 当 自 然 数 82 六 时 , 有 

天 (7 六 (rT 十 6) 
则 称 实数 序列 (对 ) 添 足 条 件 (y). 

定理 引 柯 西 淮 则 ) 实数 序列 (XZ,) 收 证 的 充分 必 变 条 件 是 : 
序列 {,) 满 足 条 件 (Y). 

证 明 必要 性 : 设 也。 是 收敛 序列 (2) 的 极限 ,根据 性 质 
(4 中， 对 任意 的 正 有 理 数 2:， 有 有 有理 数 7， 使 各 六 Cf) 一 X, 一 
{十 2)， 根 据 序 别 { 对 ,) 收 化 到 如 ,的 定义 ， 由 条 任 {&)， 对 4 二 
X(7) 二 了 0, 有 自然 数 和 Ni, 使 得 当 自 然 数 si 时， 有 三 (7 之 革 ,， 


日 了 从 了 二 


而 由 条 件 ( 有 ,对 B= 了 基 {r 十 8) 也 ,次 有 自然 数 友人 便 得 当 自 然 数 
划 之 上 时 ,有 天 < 和 (十 e 因此 , 如 了 自然 数 雄一 ma 
则 当 自 然 妆 8 之 几 时， 就 有 天 (站 二 天 人 十 5。 玻 序列 (区 
谐 足 条 件 (vw)， 必 要 性 得 证 . 

充分 性 : 设 实 数 厅 询 {( 耳 ;) 满 足 人 条件 {y)， 为 证 序列 (了 ,) 路 
效 到 基 一 实数 ,考虑 实数 集合 sdf: 

一 445 史 | 存 企 自 然 数 久 , 使 得 当 自然 数 %2N 时 ,有 4< 苹 ;1 

由 假设 , 序 询 (了 X,) 满 足 条 件 (y), 故 对 :一 1, 有 有 有理数 六 和 和 目 
然 数 久 , 使 得 当 自 然 数 % 这 Ni 时 ,有 

下 (FJ< An< 有 人 f 十 1 
由 此 ,有 及 (7)) 5.4, 有 旦 对 每 个 4Ed, 都 有 4 一 和 (十 1 因此， 嘛 
合 .是非 空 的 有 上 界 的 实数 集合 ， 根 据 定理 1, 存在 XX, 一 sup.f. 

现 证 序列 (六 ,) 收 人 到 实数 下 ,， 涛 此 需 证 朋 也 ,满足 极限 定义 
的 条 件 to) 和 (28). 

对 任意 的 实数 4< To 由 Xo 是 集合 .的 上 确 界 , 故 有 必 生 sy， 
使 得 4<4， 而 由 4Ewy 有 自然 数 友 ， 使 得 当 自 然 数 # 之 A 时 ， 
有 和 < 六; 囊 当 自然 数 % 过 NN 时 ,有 4 二 苹 ,。 即 条 件 (0) 成 立 . 

对 任意 的 实数 B 汪 五,, 由 性 质 (D}， 有 有 理 数 7' 和 7r"， 使 得 
有 0) ) < 二 B。 于 是 由 假设 条 件 (¥)， 对 正 有 理 数 50= 
7" 一?', 有 有 理 数 7， 和 自然 数 Wo, 使 得 当 自 然 数 7 宇 NNo 寻 ,有 

及 (YT0) 过 六 玉 (FT0 赴 20) 
这 祥 , 由 站 (ro)EA 有 天 (ro En 故 有 Yo<7 从 而 有 yo 十 en 一 
yo 十 (Cr 一 7 DJ<7 和 六 (ro 十 20) < 人 7 < 有 于 是 由 上 面 的 不 等 
式 ; 当 目 然 数 8 过 No 时 ,就 有 下 ,二 B， 故 条件 (8) 岂 成 讶 . 
因此 ,序列 (了 ) 收 证 到 实数 ,定理 证 毕 . 

在 第 三 春 中 ， 我 们 曾 详 细 地 讨论 了 有 理 数 基本 序列 和 它 的 性 

霹 ， 按 定义 ， 有 理 数 序列 (ra) 成 为 禁 本 序列 是 (r,s) 祷 足 以 下 柯 西 
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条 件 ; 
对 任意 的 正 有 理 数 e, 都 存在 自然 数 X 一 N(e)， 使 得 当 自然 
数 ?3 兰 六 和 全 深 和 有 时 ,有 
| 了, 一 | < 
由 于 不 等 式 “|rs 一 rm| 之 ”与 不 等 式 “7m 一 8 之 Yn 之 rm 十 e” 等 
价 , 所 以 当 我 们 对 任意 的 正 有 理 数 e,， 取 e= 己 和 ro= rw 一 #, 不 等 


式 77 一 <yn<TN 十 2 就 可 以 写成 不 等 式 ”or < 近 ro 十 8.， 因此， 
有 理 数 基本 序列 (ru) 满 足以 下 条 件 (y7): 

对 任意 的 正 有 理 数 ze， 都 存在 有 理 数 ro 和 自然 数 六 ， 使 得 当 
目 然 数 ?=s 和 后, 有 Yo<Yn fo 

反之 , 如 果 有 理 数 序列 (rs) 满 是 以 二 条 件 4?) 则 对 任 雹 的 正 
有 理 数 s。， 存 在 有 理 数 "和 自然 数 交 ， 使 得 当日 然 数 # 关 图 和 和 
2 肝 ， 有 二 ?之 ?6 十 和 TY 十 E， 即 有 To<yrn < 
十 E 和 一 7 一 2 之 一 7 之 一 90; 从 而 当 身 然 数 # 衬 让 和 炽 衬 站 肝 ， 
有 一 s<yw 一 *n<f。 于 是 序列 (ru 请 足 柯 西 条 件 ， 因 此 : 

对 有 理 数 序列 (rs 来 说 , 柯 西 条 件 与 条 件 (7 是 等 价 的 

这 样 , 我 们 恒 得 到 定理 5 的 以 下 推论 : 

推论 1 设 (r,) 是 有 理 数 序列 ， 则 相应 的 有 理 实 数 座 列 
( 匡 (75)) 收 化 的 充分 必要 条 件 是 ; 认 列 (r，) 是 有 理 数 基本 上 序列. 

容易 证 明 , 设 (7,) 和 (ts,) 是 两 个 有 理 数 序列 ;而 序列 (,) 是 按 
如 下 方式 确定 的 : fop-1 二 ?2 fa 一 3 人 一 1 2, …)) 则 (re 和 (sn) 是 
两 个 等 价 的 有 理 数 基本 序列 的 充分 必要 条 件 是 : 《tu 是 一 个 有 埋 
数 其 本 序列 ,于 是 由 推论 1 可 得 : 

推论 2 ” 有理数 序 列 (7r，) 和 (s，) 是 等 价 的 有 理 数 基本 序列 的 
充分 必要 条 件 是 有理 实 数 序列 (了 (7,)) 和 {于 (8.)) 有 同一 实数 
极限 ， 
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习 ”是 
1]， 设 ( 耳 ,) 是 一 个 实数 序列 ， gp 古 全 体 上 自然 数组 成 的 全 合 六 与 它 日 垂 的 
一 一 对 应 ， 对 每 个 自然 数 加 令 了 ,一 芒 pow: 如 时序 列 5 了 小 收 伍 到 实 至 下 则 
序列 ( 节 阳 收效 到 二 ww 《 邢 列 他 相称 汐 序 列 ( 到 中 的 一 个 醒 排 , ) 
2， 证 明 性 原 (0) 后 的 福 (1). 
3， 对 给 定 的 实数 序列 { 开 由 来 说 ， 考 贱 分 别 由 下 列 各 式 玫 示 的 实数 集合 
好 ,过 和 铅 , 大 : 


《三 E 吏 | 下 < 是 + 


， 
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证 明 : (1) 三 .x 和 六壬 韦 
(2) 过 门 画 = 下 且 妆 口 将 一 名 


六 门 旺 二 少 且 籽 U 要 二 撤 
{3}) 当 {五 ,) 是 交界 实数 序列 时 , 有 
sup =inf 大 所 SVP Af =inf 必 


这 时 ， 称 sup 心 或 inf 锅 为 序列 (于 的 下 极限 , 记 作 lim 工 ,, 即 


limX, 一 s0pi=inf : 


骨 哇 吗 


而 称 sup x 或 inf 凶 为 序列 (Ra 的 上 极限 , 记 作 limX, 即 


jimX ,一 sup .一 if 机 
因此 
limX ,lim 


下 -十 池 得- 卡 喇 


羡 了 站 过 生 


{ 福 ， 这 些 上 确 卉 和 下 确 界 的 存在 性 都 是 由 确 界 存在 定理 (定理 1?) 保证 的 ， 
所 以 他 题 有 和 界 实数 序列 必 有 上 极限 和 下 极限 ”是 由 定理 1* 保 证 的 ， 人 参考 下 
虽 的 第 4 题 . ) 

(4) 实数 序列 (到 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 它 的 上 .下 极限 相等 , 且 
这 时 有 

lim X= lim¥ .=limx¥, 

(5) 当 ( 下 ,) 是 严格 的 单调 序列 时 , { 基 对 每 个 自然 数 % 有 下 ,之 下 41, 或 
对 每 个 自然 数 8%, 有 及, 下 i41) ,从 -J 必 和 芽 一 各， 因此 ， 当 (了 ,) 是 产 属 
的 单调 有 界 序列 时， 有 Lim = limXn. 而 当 ( 改 沙 是 单调 有 蜡 序 列 时 ， 虽 然 
可 能 有 迪 拓 呀 或 邹 拓 全 ,但 仍 用 ]j 加 着 ,= Hm 


月 = 和 导 


4。， 圣 培 定 的 实数 序列 (XX。) 来 说 , 设 与 实数 字 有 美的 条 件 ( 命 题 ) ar, Gy， 
Pr 和 Bz 分 别 为 : 

(cr) 存在 自然 数 驴 = 和 W(X), 使 得 当 自 然 数 ma 下 时 ,三 忆 习 , 

(xy 对 任 交 的 自然 数 ”%, 都 存在 自然 数 p, 使 得 类 人 > 六 用 宇 扫 在 册 

(Br) 存在 自然 数 驴 = 入 (了 ), 使 得 当 自 然 数 za 三 时 ,有 首 ,< 苹 ， 

(fr) 对 任意 的 自然 数 nm 都 存在 自然 数 m, 使 得 黄 二 Rn 且 玉 。 邦 贸 . 

( 注 : 如 果 把 条 件 gz 叙述 中 的 * 玉 过 生疏 威 " 开 < 下 ,而 把 条 件 Bx 中 
的 "于 4 所 荆 *" 攻 成 “之”"， 那 未 除了 下 面 2) 的 后 半 部 一 般 不 真 外 ， 共 余部 
分 都 依 热 成立， 同时 , 对 上 面 的 第 3 题 , 也 可 作 类 似 的 说 明 ). 

证 明 1) 命题 a4, 人 4,Ps, Po 之 间 的 关系 是 ， 命 题 cj 齐 含 命题 代 4; 命 
于 Ps 草 含 命题 户 ， 命 显 wz 的 否定 等 价 于 命题 i; 命题 24 的 否定 等 价 于 命 
题 i 

2) 命题 gr、Er, Br, Pz 与 上 题 中 集合 好 、 部 、 古 、 砚 的 关系 是 当 且 仅 
当 条 件 {e4) 成 立时 ,4E .fi 当 且 仅 当 条 件 (E4) 成 立时 ，AE 们 . 泛 且 仅 当 条 忻 
4Bs) 威 立时 ，BE 泗 ; 当 且 仅 当 条 件 ( 遍 ) 成 立时 , BE 多. 

3) 实数 下 ;是 序列 (下 ,的 下 极限 的 充分 必要 从 人 件 汶 对 租 个 4< 蔷 、 
命题 eu 成 立 , 旦 对 每 个 如 > 时 ,命题 az 不 成 立 ( 即 命题 Bs 成 立 ). 

实数 X* 是 序列 (的 上 极限 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 每 个 4 二 广 *, 命题 
P 不 成 立 ( 邯 命 题 全 4 成立), 且 对 等 个 B>X*, 命 题 Ps 成 立 , 

( 注 :。 这 里 所 氢 述 的 上 ,下 极限 的 完 分 必要 条 省 , 不 仅 与 极 照 定义 的 叙述 
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方 过 类 似 ,而且 没有 用 到 确 田 的 概念, 因此 , 在 实际 上 把 这 两 个 充分 必要 条 件 
当 作 上 ,下 极限 的 定义 更 为 恰当 . ) 

5， 谍 (下 ,) 是 一 个 实数 序列 , 互 是 一 个 实数 , 如 果 存 在 序列 (的 一 个 
子 序 列 (。,), 使 得 

lmX,, = Xo 

则 称 芒 。 是 序列 {五 ,) 的 极限 点 ， 可 以 证 明 以 下 语 命题 : 

1) 是 实数 序列 ( 王 ,) 的 极限 点 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 每 个 << 互 s 
条 件 (E) 成 立 ， 卫 对 每 个 Be 条 件 (s) 成 立 ，( 这 里 条 件 (E) 和 (六 5) 如 
第 4 题 及 其 注 所 述 . ) 

2) 著 序 列 ( 导 有 上 (下 ) 季 限 , 则 上 (下 ) 极 限 是 序列 ( 瑟 。) 的 最 大 (小 ) 极 
限 点 ， 并 且 在 这 种 情形 下 序列 (五 ,) 是 上 (下 ) 有 办 的 . 

3) 有 界 实数 座 列 (下) 至 少 有 一 个 极限 点 (布尔 查 诺 -~ 维尔 斯 转 拉 斯 定 
理 ， 

6， 设 对 每 小 上 自然 煞 如 全 

Tu 一 = 荐 + 访 


is 十 ‘+10 


其 中 mm 一 cc-etel 是 自然 数 站 的 十 进 世 天 示 《显然 ， 自然 妆 攻 的 第 位 类 
字 e 基 与 芭 有 美的 ). 则 与 有 下 数 序列 (r) 对 应 的 有 理 锯 数 序 列 ( 芷 人 由 的 全 
体 模 限 点 组 成 的 舍 合 是 铀 区 国 60 Xl)1. 和 如 果 把 有 理 数 re 既 与 成 
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那 末 相应 的 结论 应 必 洗 样 的 修改 ? 

7， 设 名 是 一 个 实数 集合 ,4 是 一 个 实数 ， 如 果 在 包含 六。 的 每 个 开 区 
间 (4, 吾 ?中 都 含有 无 限 多 个 属于 集合 问 的 数 ， 则 称 互 * 是 峙 的 摄 限 点 ， 如 时 
等 是 一 个 含有 无 限 多 个 实数 的 有 办 集合 , 那 未 可 以 证 明 : 

1) 集合 泥 至 消夏 一 全 极限 操 ; 

2) 储 合 苞 有 最 大 的 极限 点 , 也 有 最 小 的 极限 点 ， 

8. 设 (r 是 一 个 有 乔 的 有 有理数 厅 代 ， 则 有 理 数 集合 : 


天 一 站 U 站 {rE |r 二 <r 


=1 mel 办 一 二 
是 一 个 实数 (《 即 讲 足 条 件 埃 ,ii、 证 ?的 有 理 数 集合 ) 并 且 当 (rw) 是 有理 数 基 
本 序列 时 , 相应 的 有 吾 实 数 序 列 [ 对 {rw)) 收 化 到 半 , 妈 有 和 LmX (rw)， 
"106 。 


§6 两 种 实数 之 间 的 对 应 ”恩德 金 实数 域 

在 第 三 价 里 ， 我 们 把 有 理 数 基本 序列 的 等 价 类 作为 康 托 尔 实 
数 的 定义 ,并 且 在 全 体 康 托 尔 实数 组 成 的 集合 召 中 定 又 了 加 法 、 
乘法 运算 和 顺序 关系 ， 证 明了 康 托 尔 实 数 集合 吾 在 所 定义 的 运算 
和 闫 序 关系 下 是 一 个 满足 阿 基 米 得 公理 的 尘 竺 的 有 序 域 ; 而 且 召 
中 全 体 有 理 实数 组 成 的 集合 旬 既 在 五 中 稠密 区 与 有 理 数 域外 是 保 
闻 同 构 的 .现在 , 我 们 要 指出 ; 在 康 托 尔 实数 集合 和 戴 德 金 实数 
集合 廊 之 同 可 以 自然 地 建 广 一 个 保 盯 对 应 ,因而 可 腔 在 经 中 51 入 
如 法 和 乘法 和 运算 使 得 戴 德 金 实数 集合 : 盈 与 康 托 尔 实数 集合 吾 是 同 
柠 的 有 新 域 ， 为 此 , 我 们 先 来 证 明 以 下 命题 ， 

命题 4 在 康 托 尔 实 数 集 人 台 总 和 戴 德 金 实 数 集 台 . 咀 之 间 存 在 
一 个 保持 自序 的 一 一 对 应 mp， 使 得 与 同一 有 理 数 相应 的 康 托 尔 
有 理 实 数 7? 和 戴 德 侈 有理 实数 六 (7r), 有 X(tr) 一 p(7). 

证 明 对 性 意 的 康 托 尔 实 数 xEBR, 内 康 托 尔 实数 的 定 羡 , 可 以 
取 一 个 有 理 数 基本 序列 (7，),， 使 得 (rn)Ex。 而 由 定理 5 的 推论 1 
与 基本 序列 (ry) 对 应 的 功德 金 实数 Xe 如 , 满足 和 一 im X(7w) .而 
根据 定理 5 的 推论 2, 极限 下 与 (rr) Ex 的 选取 无 闫 (只 与 了 有 洋 小 
所 以 按 上 述 方式 确定 的 埠 德 金 实数 牙 是 由 7 崔 一 决定 的 ， 记 作 
各 一 Vftz) 于 是 : 

X= 9(z) 当 具 仅 当 台 =1imX(ro), 其 中 (rn)Ez， 

上 反之 , 对 每 个 XE 统 , 内 性 质 (00), 存在 有 理 实数 序列 (XX(r,))， 
使 得 了 ==limX(r,)， 寺 是 由 定理 5 的 推论 1， 相 应 的 有 理 数 序列 
(Ta) 是 基本 序列 , 从 而 对 这 个 基本 序列 (rn) 所 属 的 等 价 类 weE 呈 来 
说 ,就 有 瑟 =PZ)， 因 引 , 觅 射 和 是 从 集合 总 到 集合 用 上 的 上 映射 

显然 ,对 任意 的 有 理 数 YE 名 求 说 ， 如 果 了 和 六 (9 分别 是 与 7 


+" DF" 


相应 的 康 托 尔 有 理 实数 和 戴 德 金 有 理 实数 , 那 来 由 滑 慎 序列 (CrEF 
入 (7) 二 limX(7), 就 有 X(7) 二 p(F). 

由 于 当 且 仅 当 有 理 数 7 之 7; 计 , 有 之?2，。 所 以 由 性 质 ( 六 )， 
7 之 Fz 当 且 仪 当 P(r) 之 7). 

对 任意 的 xE&R 和 gER, 如 果 z< 扩 则 由 有 理 实 数 集 驴 在 中 
的 稠密 性 , 有 有 理 实 数 7 了 eR, 使 得 

Tr 

这 样 , 当 x 是 有 理 实 数 时 , 当 然 有 p(T) 过 Pp(7); 而 当 % 是 无 理 实 数 
时 , 取 (7.)Ex， 由 < 之 ?7， 对 充分 大 的 自然 数 w*， 上 达 有 7, 之 r"， 即 有 
XCrn) < 和 Cr), 而 由 和 二 limX(rs) 竺 ==p(7), 就 有 p(X)<pt7). 
注意 到 z 是 康 托 尔 无 理 实数 ， 故 互 王 p(Z) 必 须 也 是 一 个 戴 德 金 无 
理 实数 ,于 是 由 pfz)sep(F)， 就 有 9(z)<pt)， 同 样 屯 ， 由 了 一 
久 有 Po 六 因此, 当 z<y 时 ,有 多 了 < 多 的， 这 梓 , 恒 证 
明了 pp 是 虹 与 统 之 加 的 保 序 对 应 (命题 4 证 已 ). 

根据 康 托 尔 实数 集合 如 是 一 个 有 序 域 , 由 上 面 的 命题 4, 我 们 
可 议 利 用 保 序 揣 射 9p 的 对 应 关系 ， 在 戴 德 金 实数 全 合 统 中 对 应 地 
引进 加 法 和 对 法 运算 , 收 得 统 基 一 个 与 同 构 的 有 序 咸 ,并且 保 序 
陕 射 加 就 是 忆 与 统 之 间 的 间 构 映 身 . 

也 就 是 说 , 对 尾音 的 天 E 弦 ,YE 统 ， 如 果 p 是 命题 4 中 保 序 
映射 PF 的 道 轴 射 , 旦 x* 二 p71)、y 二 pp” 了)， 则 夫 德 金 实数 的 加 
法 运算 下 十 了 和 寺 法 运算 下 :了 分别 定 闵 为 康 托 尔 实数 的 加 法 运 
算 x 十 y 的 像 ptz 十 闪 和 乘法 运算 zy 的 像 p 人 "用 ， 即 按 定 浆 ， 
当 且 仅 当 藉 =wp(z) 和 了 = 二 pt{ 奶 时 ,有 

区 Y=p(z 二 和 :P=p(rY) 

在 这 样 定 义 的 加 盖 运 算 和 乘法 运算 下 , 容易 验证 , 载 德 爹 实数 
集合 统 是 一 个 与 康 托 尔 实数 域 旦 同 构 的 有 序 域 ， 并 且 上 映射 pp 下 然 
就 是 同 移 上 喘 射 ， 六 中, 数 苹 (0) 是 这 中 的 零 元 素 , 记 作 0= 关 (0), 数 


+ 了 


下 {1) 是 玉 中 的 单位 逃 素 ， 记 作 i1= 外 (1); 对 任意 的 三 E 开 ， 如 旦 
区 三 太 有)， 那 来 ， 数 gp( 一 x) 就 是 数 世 的 相反 数 ， 记 作 一 下 = 
gp{ 一 2); 而 当 六 二 0 时 , 有 xz-==p-1(XZ) 寺 0, 数 (过 ) 就 是 数 碟 的 例 


数 ， 记 作 坟 一 9?( 去) 证 明 的 细节 ,请 读者 自己 完成 ， 这 里 , 我 们 
只 把 所 得 的 结果 , 表述 成 以 下 命题 : 
命题 3 康 托 未 实数 集合 忆 与 功德 金 实 数 集合 统 是 筷 相 同 构 
的 、 福 足 隔 米 得 公理 的 ,完备 的 有 序 域 . 
如 条 把 互相 同 构 的 代数 系 看 作 是 同一 个 代数 系 的 话 ， 屠 末 康 
托 尔 实数 就 与 戴 德 金 实 数 没 有 任何 区 别 ， 同 样 地 ， 有 理 数 也 就 与 
两 种 有 理 实 数 投 有 任何 区 别 ， 并 可 把 有 理 数 域 独 成 是 康 托 尔 实 数 
城 或 戴 德 金 实数 城 中 的 子 咸 . 
习 题 
在 藏 德 爹 实 数 集合 统 中 , 搁 以 下 方式 直接 定 疼 两 休 藏 德 金 实数 互 和 了 的 
加 活 运 算 天 十 了 和 尼 法 运算 三 : 
当天 -六 (?), 了 二 型 (9) 是 两 个 有 理 实 数 时 , 规定 
下 十 了 一 古 {f 十 8) 和 是 了 一 冲 (C7 .81) 
当世 和 了 是 两 个 性 意 的 截 德 使 实数 时 ,由 性 帮 (), 有 有 埋 实 数 序 列 ( 王 ,》 
和 有 前 实 数 序 列 (,), 便 得 
XlimX,, Flimy, 
风 规 赴 
十 了 一 Hm(s 二 7。) 
XYF=lim( XY) 
证 明 : 1 如 于 定 立 的 蕊 二 这 和 开 , 了 是 唯一 确定 的 ， 
2) 在 上 上述 移 运 算 定 头 下 , 锅 是 一 个 注 在 阿 基 米 得 会 年 的 有 序 莽 ， 
3) 其 上 定 交 的 吉 半 运算 和 科 法 运算 与 本 市 正文 让 定 光 的 和 这 算是 相同 
的 . 
提示: 些 证 明 1 和 人 了 时 ， 可 以 利用 有 理 搬 基本 序列 的 概念 下 基 性质 ， 
但 要 避免 引用 上 康 托 乐 实数 的 概念 . ) 
sa 1 > 


附录 上 实数 的 公理 系统 


在 第 三 章 和 第 四 谷中 , 我 们 从 有 理 数 域 出 发 , 用 两 种 不 俏 的 方 
式 , 建立 了 两 种 构造 不 出 ( 即 定 交 不同) 的 实数 域 , 即 康 托 尔 实 数 域 
和 戴 德 金 实 数 域 统 ， 它 们 都 是 满足 朵 基 米 得 公理 移 完 备 的 有 序 
域 , 并 且 这 两 个 构造 不 同 的 实数 坡 是 同 格 的， 因此, 对 于 这 两 种 构 
造 不 同 的 实数 来 讲 , 可 以 给 出 完全 相同 的 概念 或 定义 , 岂可 以 征明 
完 爹 相 局 的 命题 和 定理 ; 只 要 这 个 概 您 或 定义 仅仅 是 从 顺 兰 关系 ， 
加 法 和 二 法 运算 及 其 基本 性 质 ( 与 实数 的 构 井 无 关 ) 出 发 逐步 地 建 
六 起 来 的 , 只 要 这 个 命题 或 定理 仅仅 是 根据 这 些 基本 性 质证 明 的 . 
所 以 在 恋 到 实数 时 ， 我 们 可 以 不 必 关 心 实数 本 身 采 用 什么 形式 表 
现 , 而 主要 地 去 弄 滞 楚 实 数 与 实数 之 和 间 有 哪些 基本 关系 , 这 些 关系 
又 满足 哪些 基本 性 质 ， 正 是 这 些 基本 关系 和 基本 性 质 完全 刻 划 了 
实数 的 本 质 , 用 这 梓 的 观点 和 方法 去 到 解 并 建立 实数 的 概念 , 叫做 
实数 的 公理 化 方法 .能 够 完整 地 刻 划 实数 本 质 的 ， 既 不 可 缺少 又 
设 有 多 余 的 那些 基本 性 质 的 全 体 就 组 成 了 实数 的 公理 系统 ， 共 中 
每 -- 条 基本 性 质 都 是 一 条 公理 ， 王 而 ， 我 们 来 给 出 实数 的 一 个 会 
理 系 统 . 

设 五 是 一 个 集合 ， 如 果 在 集合 五 的 元 素 之 间 规 定 了 一 种 满足 
以 下 公理 (1 一 2 的 顺序 关 系 “之 ”, 并 规定 了 分 别称 为 加 法 “十 "和 
乘法 ”， 的 运算 关系 ， 使 得 对 任意 的 xER 和 gER, 都 用 十 YER 和 
zyER, 且 满 是 以 下 的 公理 (11. 1--5) 和 (IIT, 1 一 6); 而 且 卫 还 满足 
下 面 的 阿 基 米 得 公理 (1V) 和 完备 公理 (站, 则 称 集合 五 是 一 个 实数 
域 ，R 中 的 元 素 称 为 实数 .所 有 以 下 五 组 公理 (D、(t[[),(L11)、 
(1Y) 和 (W) 的 金 体 就 称 为 实数 的 一 个 公理 系统 . 


"Ii * 


Cl, 1) 对 任意 的 zE 吾 和 抵 忆 ,以 下 兰 种 并 条 
TY TY 了 > 
有 且 仅 有 一 种 关系 成 立 ; 
Cf.2) 若 5>y 且 >z， 则 7 这 2 
C1.1) wy=y+ 2; 
(1 2) {2 十 拉 十 2 一 作 十 (8g 十 2)? 
《II. 3) 在 在 远 论 0ER, 对 每 个 xER, 都 有 十 0 一 2 
Cl. 4) 对 每 个 wR 都 存在 元 丹 一 tSR， 司 得 x 十 (一 *) 二 0; 
《II.5) 若 z>> 纪 则 对 任意 的 z, 都 有 3 十 zy 十 2z. 
ClIl.1) zy= yr%; 
(II.2) (my)*%=r"(y 3) 
{111.3) 存在 元 到 1SR 且 1 夺 0， 对 每 个 zxEB, 者 有 2:1=»; 


(111.4) 对 每 个 zxER,z 二 0， 都 存在 元 素 二 E BR 使 得 


z, 工 一 
EF 


{III,5) gr {yt 2) =—=r: yr 2 

CLTl.6) 阁 w 放 0, 0, 则 :0 

《1VY) { 阿 基 米 得 公理 ) 对 任意 的 XE, 经 五 , 如果 >0, 0， 
旭 存 在 自然 数 %, 使 得 之 

(WY (完备 公理 ) 投 对 每 个 自然 数 #, [Low 5,] 是 及 中 的 一 个 团 
区 间 *’, 且 [6s, 8.J] 宇 [9441 ry1J; 则 至 少 存在 一 个 元 素 cEB, 使 得 
对 一 切 自 然 数 %, 都 有 cE[Las, Ba]. 

注 1 井 在 集合 五 中 仅 规定 了 满足 公理 (1. 1 一 2) 的 顺序 关系 
“> 则 称 集合 忆 是 一 个 有 序 集 ， 公理 {1,1 一 2) 称 为 硕 序 公理 . “7 
护 读 作 “z 大 于 六; 它 又 可 写成 和 yw", 读 作 禄 小 于 下。 如 虹 关 系 


《#) 这 里 , 闭 民间 [q, 到 的 定义 和 前 面 的 得 同 , 即 [a, 58] 一 {ztRia 志 7 所 村， 
"ii" 


“之 表示 "> 了 苞 一 读 作 大 于 或 学 于 ，{ 关 系 “ 夺 "表示 “< 或 二 ， 
读 作 "小 干 或 等 二 ), 那 未 关系 ">" 表示 “ 空 且 寺 ”( 关 系 过 "表示 
“雪上 且 志 ”有 且 兢 序 公理 (1 1 一 2) 可 以 由 以 下 三 条 公理 来 代替 : 
(1.1) 若 z 完 9.92 宇 2, 则 Zz 宇 2; 
(1 2》 若 z 守 六 7 则 7 一 扩 
{1.3 对 任意 的 xER 和 托 忆 或 者 了 z 祈 态 或 者 320， 
{公理 (. 一 2) 与 公理 (1.1' 一 3') 是 等 价 的 , 其 证 明 见 第 四 癌 和 2)， 
注 2 规定 了 满足 么 理 (1I. 1 一 4 和 (I11, 1 一 $} 的 运算 闫 项 
“十 "和 “的 集合 五 称 为 域 ( 若 共 中 公理 (111, 4) 不 成 立 , 则 如 称 为 
环 ). 在 域 证 中 ， 零 元 素 0 和 单位 元 素 1 分 别 是 加 法 送 算 和 姜 靶 运 


算 的 “ 模 ”; 元 素 一 < 和 二 分 别称 为 元 素 7 的 加 法 和 乘法 运算 的 逆 元 
素 . 在 域 下 中 , 方程 6 十 x 二 5 和 方程 9+ 二 6( 其 中 a 二 0) 恒 有 唯 一 解 ， 
分 别 为 +=5 十 (一 中 和 一 一. 6b 十 (一 90) 可 记 作 5 一 q, 称 为 五 与 a 


的 差 ;5. 二 可 记 作 二 , 称 为 5 与 4 的 雇 ， 因 此 ,在 域 五 中 , 四则 运算 


是 封闭 的 . 

注 3 若 在 集合 刁 中 规定 了 满足 三 组 公理 (II 一 DMIL1 一 5 
(Til. 1 一 6) 的 顺序 关系 “>” 和 运算 “十 *、."， 则 称 忆 是 一 个 有 序 
域 ， 在 有 序 域 中 , 单位 元 素 1 经 过 有 限 次 四 划 运 算 , 可 以 得 到 任意 
的 有 理 数 。 因 此 , 任意 的 有 序 域 都 以 有 理 数 域 作为 它 的 一 个 子 域 
在 有 序 域 瑟 中 ,可 以 像 有 理 数 域 或 实数 域 那样, 以 同样 的 语言 给 出 
以 下 一 些 概念 的 定义 : 上 (下 ) 有 界 集 合 、 集 合 的 上 (下 ) 确 界 ,集合 
的 稠密 性 ,区间 .绝对 值 , 单 调 序列 .序列 的 极限 、 序 列 和 集合 的 极 
限 点 等 等 ; 但 需要 注意 : 有 序 域 及 中 的 元 素 未 必 是 数 ， 


称 阿 氏 域 。 容易 证 明 :有理数 集 在 阿 氏 并 中 是 移 密 的 ， 因 此 ， 实 


在 于 了 本 里 


数 域 就 是 满足 完备 公理 (WT) 的 阿 氏 域 . 

可 以 证 明 这 样 移 定 理 ， 如 果 把 间 构 的 域 看 作 是 相等 的 话 ， 那 
末 任 意 两 个 实数 域 都 是 相 党 的 . 

这 个 定理 说 明 , 在 间 构 的 意义 下 , 由 公理 系统 (站 一 (W 珊 定 的 
实数 域 是 唯一 的 .我 们 不 去 证 明 这 个 定理 了 ， 但 由 于 我 们 在 前 面 
详细 地 讨论 了 实数 的 康 托 尔 构造 和 戴 德 金 构造 ， 所 以 这 个 定理 应 
该 是 容易 理解 的 , 并 且 读 者 不 难 自 行 证 明 这 个 定理 ， 


习 题 
1， 设 4 是 一 个 有 序 城 ,日 是 由 单 榨 兹 素 经 过 加 , 浅 , 冬 , 除 四 则 运算 所 各 
的 元 素 ( 称 为 有 再 元 素 ) 的 全 体 ， 证 明 ; 当 44 是 阿 基 米利 域 时 , 集合 加 在 生 中 
是 稠密 的 . 


1 
2，、 设 4 是 一 个 有 序 域 , 证 用 : 4 是 一 个 阿 氏 域 , 当 且 仪 当 tim 于 一 人 


3， 设 号 是 一 个 有 序 城 , 风 以 下 十 个 命题 是 等 价 的 (如 如 果 以 下 赌 市 硕 
中 的 尾 一 命题 成 立 , 则 共 祭 也 个 命题 都 成 立 ) 

日 阿 基 米 得 公理 代 人 和 完备 公 型 (3 

马 右上 界 的 非 空 集合 必 有 上 确 分 ; 

合 单调 递增 的 有 界 序 列 必 有 极限 ; 

臣 分 划 的 连 读 性 定理 [定理 的 委 述 见 第 四 章 43 定理 2 或 83 避 题 第 2 
凑 ); 


国 单调 递减 的 有 界 序列 必 有 蛋 限 ; VO 

大 有 下 界 的 非 空 集合 必 有 下 确 界 ， (所 

地 有 限 复 阑 定理 (定理 的 叙述 见 第 用 3 
四 音 $3 才 删 芝 4 央 ); 人 

四 有 界 的 无 限 集 台 至 少 有 一 个 要 9 
限 点 ! 见 第 四 章 85 习题 第 7 题 )， \ 

风 有 界 序 询 愉 有 收效 的 子 厅 列 : ) 


中 阿 基 米 得 公理 [IPD 和 柯 西 收 化 AQ 国 
准则 ( 见 第 三 章 $ 6 定理 7) 
= 113， 


(提示 : 根据 晴 是 一 个 有 序 域 , 可 以 从 以 下 图 上 的 任 一 命题 出 发 , 按 箭头 
折 指 的 方向 , 依次 地 证 田 下 一 个 命题 . ) 

问题 ， 读者 能 否 自 行 设计 … 个 轿 图 , 使 得 证 明 更 加 简练 * 

4， 几 满足 阿 基 米 得 公理 的 有 序 城 都 与 实数 域 的 某 一 子 域 同 构 ， 


= 了 了 学 。 


附录 上 实数 的 2 进位 无 穷 小 数 表示 


我 们 先 讨 论 实 数 的 二 进位 小 数 表 示 ， 然 后 再 推广 到 一 般 的 也 
进位 小 数 表 示 . 

设 如 是 一 个 给 定 的 整数 , 对 每 个 自然 数 i, oc; 是 给 定 的 整数 0 
或 1, 如 果 记 

(0, cies…cn)a 一 却 十 下 十 …… 十 让 

则 称 数 Ko 十 (0, cpp 是 一 个 以 ci 为 第 (一 1 2 ,2) 位 小 
数 的 二 进位 有 限 小 数 ,和 是 这 个 有 限 小 数 的 整数 部 分 . 

由 于 c; 等 于 0 或 1， 所 以 对 任意 的 自 然 数 8 各， 当 Rn 守 m 
时 , 有 

0 [BT (0, creedn)s | — [Rot (0, Cee tm)z| 


ce Cm oe, .1 
29 十 型 各 十 十 中 所 而 


于 是 根据 柯 西 谁 则 {第 三 便 $6 定理 7), 极 限 
lim[ ko (0, orcar" Cn)s) 


存在 , 以 下 十, e152-…Cn***)s 表示 这 个 极限 ， 并 称 训 十 (0, e162 
co) 是 以 5; 为 第 位 小 数 的 二 进位 无 穷 小 数 ， Ko 称 为 这 个 小 数 


要 中 四 由 mm mm 是 


本 


反之 , 我 们 可 以 证 明 : 任 六 一 个 实数 向 都 可 以 写成 二 贬 位 无 
穷 小 数 (或 者 说 展 开 成 二 进位 无 穷 小 数 ), 
事实 上 , 在 第 四 章 $5 证 明 性 质 (CO) 时 , 对 每 个 h(n 二 0,1,2,…) 


取 es= 训 后 , 由 性 质 (4) 得 到 , 满足 不 等 式 


s Fl a 


< < (n=0,1,2.) 


的 有 理 数 序列 《 仅 ) 是 单调 递增 的 ,而 序列 《2 二 ) 是 单调 递减 
的 , 并 且 共 中 整数 (二 0, 1, 2,…) 是 唯一 确定 的 ， 
对 任意 的 a(p 一 0, 1,2,…), 将 笃 写 成 


2 Ek kk, 
- | 


— ko 和 i 一 .| 二 1 
并 对 每 个 自然 数 ji 记 65; 二 ,一 ow， 则 0, 是 办 雪上 
k. Ee ks 
2 Tot 


有 2 1， 印 有 下 一- 1 一 记 0; 而 机 


bt1l bt1 2 十 2 
21 < 2 2 


有 十 1 所 2,_| 十 2， 肥 有 有色, 一 如 ;_ 所 1， 所 以 整数 6 =k, 一 2k;.1 
ee 即 对 每 个 自然 数 :,c; 等 于 0 或 1， 这 样 . 


对 每 个 坟 党 等 于 一 个 二 进位 有 限 小 数 


et 


且 由 不 等 式 容 <<wo < 有 
—[kot (0, eicarea)a] < 


因此 , 有 
wo—=lim[ Kot (0, Pico…Pnja] 


即 有 
116* 


Xo= Ro CO, cite Cn )s 
因此 ,任意 的 实数 x6 都 可 以 按 以 上 方式 展开 成 一 个 二 进位 的 
无 雳 小 数 . 
我 们 还 需要 指出 以 下 几 点 : 
1) 对 每 个 自然 数 &, ,是 满足 不 等 式 
Kn i 
Dn er 
的 唯一 整数 , 且 ei 一 识 一 28,_ 4， 所以，zo 的 第 位 二 进 小 数 cs 是 
由 该 不 等 式 唯 一 确定 的 . 


2) cn = 一 28,_1 二 1 当 且 仅 当 吕 二- 一 < 二, 所 以 由 


wn < 和 lim* 二 一 地 0 


应 有 无 限 多 个 自然 数 % 使 得 co 二 1 因此 , 按 上 述 方式 的 展开 是 不 
| 小 1 为 循环 的 . 
3) eT s 寺 ， 所 以 由 


闪 n+ 局， 
< 一 站 二 | < tt 一 次 


推 知 , zo 是 形 如 就 -的 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 0 按 上 述 方式 能 
展 成 二 进位 的 有 限 小 数 ( 自 第 m 位 起 是 以 0 为 循环 的 )，、 另 外 , 当 
zo 一 让 >(* 为 整数 ) 时 ，zm 显然 还 可 以 展 成 一 个 以 1 为 循环 的 二 进 
位 无 穷 小 数 
4) 任意 实数 的 不 以 1 为 循环 的 二 进位 无 穷 小 数 友 示 是 唯一 
的 。 事 实 上 ， 对 于 任意 两 个 不 以 1 为 循环 的 二 进位 无 穷 小 数 表 示 
的 实数 
t=kot (0, CCar: Ca )s 
* ji * 


和 
8 一 丰 0 十 (0 ge 

来 说 ， 容 易 验 证 ，“z<y” 当 上 生 仅 当 “ 存 在 no 使 得 和 =，5 一 人 
(R40) 而 Cn 之 40; 。， 因 此 , 任 一 实数 上 只 能 有 一 种 不 以 1 为 循环 的 
二 进位 无 穷 小 数 表示 ， 

5) 可 以 证 明 ; 数 x6 是 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 二 进位 
无 穷 小 数 户 开 是 循环 的 并且 其 循环 节 小 于 把 加 写成 猎 约 分 数 时 
的 分 母 . 《证 明 留 铭 读 者 , 网 习题). 

以 上 讨论 的 实数 的 二 进位 小 数 表 示 ， 证 以 平行 地 推广 成 一 般 
Dp 进位 小数 表示 , 9 是 大 于 1 的 图 定 的 自然 数 . 

设 卫 是 个 大 于 工 的 固定 的 自然 数 , ho 是 个 整数 ,c; 是 满足 0< 
2ic< 的 整数 ,2 一 1 2,…, 记 


下 + (0, clone)s 一 和 十 二 对 十 ” 二 直 


则 称 如 七 0, cics en 为 有 位 小 数 的 进位 有 限 小 数 ，c; 叫做 
第 主 位 小 数 ， 同 样 可 证 ， 极限 
lim [i tt (0, E12 Gn) 


存在 , 而 把 由 这 个 极限 确定 的 实数 2 以 如 十 (0， G09 Cn )p 条 示 
之 ， 并 称 如 十 (0, ccswrCr*)s 为 实数 加 的 名 进位 无 穷 小 数 形 示 ， 
cj 叫做 这 个 实数 的 第 % 位 小 数 . 

有 反之, 设 加 是 任意 给 定 的 实数 ， 则 对 每 个 非 负 整数 , 有 唯一 的 
整数 如 ,请 足 


A < 


且 序 列 (*) 单调 递增 趋 于 极限 xo, 而 序列 (二 于 单调 递减 趋 于 
极限 xz， 对 每 个 自然 数 %， 记 04 二 如 一 pes- 则 cn 是 满足 不 等 式 
0 过 ec,<<p 的 整数 , 昌 右 


-IIig* 


En hb, 十 守 十 时 十 中 十 竺 二 0 十 (0, cc2"" un) 
Dp Pp pg b 
和 

bo—[hot (0 creer0n)] < 让 


从 而 有 = 二 如 十 (0, ceo)3， 因 此, 我们 得 到 如 下 结论 ; 
每 个 了 进位 无 穷 小 数 都 表示 一 个 实数 ;反之 , 每 个 实数 都 可 以 
绥 开 成 了 进位 无 穷 小 数 ， 
还 可 以 和 二 进位 表示 类 似 地 证 朋 ; 
1 根据 不 等 式 
六 十 


En gy ekatl 02 
7 Pp 


确定 的 小 数 中 ,6% 二 本 一 Ms,_! 有 无 限 多 个 8, 不 等 于 pg 一 1, 而 月, wo 
是 加 进位 有 限 小 数 的 充分 必要 条 件 是 和 形 各 为 一 整数 ). 


2) 尾 意 实数 的 不 忒 2 一 1 为 循环 的 2 进位 小 数 表示 是 难 一 的 , 

3) 实数 zo 是 有 理 数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 了 进位 小 数 表 示 
征 循 环 的 ， 并 且 其 循环 节 小 于 把 有 理 数 写成 弃 约 分 数 时 的 分 母 . 

作为 实数 的 无 穷 小 数 表示 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 证 明 实 数 集合 
五 是 不 可 数 和 的 。 它 说 明 无 理 数 和 有 理 数 虽然 都 在 实数 中 是 稠密 
的 , 然而 无 理 数 比 起 有 理 数 来 要 多 得 多 ， 为 了 证 明 妊 是 不 可 数 的 ， 
只 需 证 明 淮 开 举 闭 区 间 [0, 1 是 不 可 数 的 即 可 : 

用 反 证 法 , 倘 属 区 间 [0, 1) 是 可 数 的 , 那 末 可 将 区 辐 10, 1) 中 的 
所 有 的 数 排 成 序列 

Ts Tey ry Thy 

即 , 对 每 个 zwEL0, 1), 应 有 某 个 自然 数 ao 使 得 和 一 如， 且 对 每 个 
目 然 数 加 有 zac[L0 1). 

把 序列 人 2 的 每 一 项 zw 都 表示 成 一 个 三 进位 的 不 以 2 为 循环 


是 了 和 « 


的 无 穷 小 数 , 就 有 
x = (0, eVel... on...), (n=1,2,.) 

现 按 以 下 方式 确定 一 个 三 进位 的 无 穷 小 数 (0, e625n***)s: 
-1 人 5 名 一 0 时 ) 
【0 《当知 地 0 时 ) 
显然 ， 无 穷 小 数 〈0, cica pa)s 不 以 2 为 循环 ， 且 由 (0, e152… 
fa…)s 表示 有 的 实数 2oEL0 1)， 于 十 应 有 上 有 目 然 刍 xo, 使 得 En 
对 得 个 日 然 数 如 应 有 后 二 6 但 由 ca 的 定 艾 , 却 有 cn 于 ga 

得 填 盾 ， 因 此 ,区 说 [0, 1) 是 不 可 数 的 . 


(一 1 ， 2， ‘++) 


习 题 
1， 如 果 坟 再 (2) 表 示 实 数 了 的 整数 部 分 , 芭 总 (2 是 满 赴 不 过 式 
Elz) 人 rEir)+l 
(或 #5 一 1 二 (FT) 之 5) 和 的 整数 , 则 对 每 个 自然 数 m 实数 天 的 不 以 7 一 1 为 循环 
网 了 进位 小 籽 表 未 的 第 位 小 数 ca 可 由 :党 式 
cn™=E(p"r)— PEC PT) 

确定 ( 它 的 整数 部 分 如 一 吾 (z) )， 

(提示 : 注意 不 等 式 名 <xo< 呈 5, ) 

2。 刘 区 是 性 意 给 定 的 实数 , 了 是 太 于 或 举 于 2 的 自然 数 , 必 数列 Yi， 及， 

,a 
w= Fati= Dra EPE) {R=1, 2,) 
则 实 数 必 的 不 以 了 一 1 为 循环 的 了 了 进位 小 数 洪 示 的 第 位 小 歼 5 可 由 等 式 
tn = Errn) {2 二], 二 

确 完 . 

(提示; 用 归纳 话 证 胃 闪 起 可 一 加 址 一 下 人 10 《二 13 ,从 而 各 
Ppr) = EP x 一 PE(D" lr).) 

3， 利 用 第 2 甫 证 明 ; ww 是 有 理 数 的 充分 必 要 条 任 为 的 关 进 位 小 数 琢 


示 是 循 系 的， 下 循环 节 小 于 把 甩 理 数 z 写成 既 约 分 数 zx 一 二 的 分 母 地 


(提示 : 由 第 2 题 皖 未 中 的 等 式 , 对 每 个 自然 数 3, 有 
* 2 * 


相 


一 t—1 
Th Pp - 相 (三 -= 


Th mt Pt 

其 中 ww 是 小 于 王 的 非 黄 整数 , 从 而 蓝 获 ro ra Ys 不 可 能 是 互 不 相隔 的 正 
融 数 . 于 是 或 者 存在 自然 数 各 三 1m, 使 得 站 ,= 出 或 者 存在 小 于 各 的 日 然 狐 
和 8, 使 得 x; 一 zs4s 和 下 十 8 三， 因此 ;出 zt 2 一 下 (3 可 推 郑 ， 对 登 
个 自然 烽 n 汪 思 有 za 一 tao 于 荐 在 cr= ca 反之 ,如果 从 某 个 自然 数 半 起 ， 
有 ea 二 cr 则 由 cr 一 百 (2X) 可 推 央 x 是 有 娃 数 ,) 

4， 设 忆 是 由 薄 是 以 下 条 件 的 全 体 实数 组 皮 的 集合 : 如 果 把 数 3 表 涉 
成 不 以 2 为 循环 的 三 进位 无 痊 小 数 = 十 0, elea…co wa， 则 对 下 个 自然 
数 %. 都 有 cr 志 1¢ 即 对 每 个 月 然 数 1% 有 cs 二 0 或 5, 二 2)， 证 时 : 

(1) 在 性 意 开 区 间 (9, 四 中 , 必 有 不 属 丁 集合 忆 的 实数 . 

(2) 对 和 侍 意 的 开 区 加 (ae. 1, 必 有 开 区 闻 ( 避 .六 ) 使 得 C6, 5) 三 (9.5) 
,B= 二 省， 

(3) 集合 己 是 不 可 数 的 ， 

{提示 : (1) 不 属于 集合 让 的 实数 wo 的 {不 以 2 为 御 环 有 的) 三 进位 无 究 小 
数 展开 20o 一 十 C0.6462…En*)a 中 ,有 茶 一 位 小 数 6 一]. 

(2) 遇 果 富 二 竣 十 CO, crearocsl}y 6b -Bo 十 (0, 56a nei2)3， 则 Ex f= 
Ce'.b' 与 集合 忆 涉 相交 .》 


s T2171 + 


附录 天” 连 分 数理 论 初步 


连 分 数理 论 是 数论 中 内 容 丰 富 、 饶 有 兴趣 且 有 重要 应 用 的 一 
全 分支 ， 同 时 也 是 实数 理论 的 不 可 缺少 而 又 有 其 本 身 转 点 的 一 个 
部 分 ， 其 中 , 实数 的 渐 近 连 分 数 的 最 佳 站 近 定 理 , 更 以 简明 的 形式 
深刻 地 揭示 了 无 理 数 和 有 理 数 之 间 的 一 个 基本 关系 ， 慎 得 成 为 普 
及 数学 的 内 容 之 一 ， 因 此 ， 我 们 把 连 分 数 的 最 基础 知识 作为 本 书 
的 一 个 办 菜 , 以 备 读 者 参考 之 用 . 

为 了 节省 篇 幅 ， 我 们 将 采用 直 叙 的 方式 来 介绍 连 分 数 的 阳 基 
本 的 内 容 . 除了 由 个 最 重要 的 结果 写成 定理 的 形式 外 ， 其 它 的 一 
些 基本 记号 ,性 质 或 命题 , 我 们 都 没有 专门 地 叙述 出 来 ， 只 是 在 文 
中 随时 编 以 号 码 ， 如 (1 、(2)、… 等 等 ， 望 读者 注意 这 些 编 有 号 色 
的 公式 成 立 的 前 提 和 条 件 ， 它 们 实际 上 是 一 些 基本 概念 或 有 用 的 
辅助 命题 。 


$ 1 实数 的 连 分 数 展 开 
设 x 是 给 定 的 实数 , BE(z) 是 的 整数 部 分 , 即 BT) 是 满足 不 
等 式 
DT— EB(r}<1l 
的 唯一 整数 
如 果 z 不 是 整数 , 则 z 一 PKz)>0 记 和 1 一 一 057' 就 有 5 


=B(2) 十 六 和 zj >>1; 同样 地 ， 如 果 zi 不 是 正 整 数 ， 则 mm 一 妃 (z)) 


>0,ie 2 一 , 联 有 wa 一 BCzD 十 二 和 zz 1 一般 地 ,如 果 


1 
TI Br) 
"122 % 


对 某 个 自然 数 交 ，ar 是 个 上 自然数 ， 这 种 步 观 就 终止 于 zwr， 否 
则 ， 这 种 水 曼 可 以 一 直 钨 续 下 去 , 即 对 每 个 自然 数 % 记 wi 
一 ] 1 _ 1 1 
By’ 就 有 2 二 E(x;) 二 均一 和 Wnet >1, 

这样, 寻 于 维 定 的 实数 xz, 我 们 得 到 有 限 或 无 限 的 序列 : 


z 一 BCz) 十 二 ， m1) 十 二 ,1 


1 By 0) () 


{Rs) 十 一 一 一 《2 


1 
Frs) 十 
二 
B(x) 
鞭 中 Br ), E(x,)., ry (wn_1) 都 十 目 然 数 ， wa]. 
如 果 对 某 个 自然 数 丈 , zy 是 个 自然 数 , 那 未 , 根据 (2) 式 ,z 显 
然 是 个 有 理 数 ， 反 之 ， 如 果 ?一 人 是 个 有 理 数 (其 中 4 是 自然 数 ， 


p 是 整数 )， 那 末 分数 芋 一 召 ( 王 )= 二 的 分 子 r 总 是 小 于 9 的 非 负 
整数 ， 从 而 当 > 寺 0 时 【〈 即 当 z 不 是 整数 时 ), zi 一 全 的 分 母 小 于 


z 一 六 的 分 母 ， 因此 ,有理数 2, zi … 的 分 母 逐 渐 下 降 , 故 必 有 基 
个 访 ， 使 得 ww 是 个 自然 数 ， 耐 当头 是 无 理 数 时 ， 对 知 个 自然 数 
志 ， tn 部 是 :天 于 1 的 无 理 数 ， 因此 ， 这 附 序 | 证 13 十 2， yp "是 无 
穷 的 . 

现在 考 辣 表示 式 


号 Is 


G+ (8) 


Hn- 一 一 
全 + 


共 中 四 是 个 整数 , ai， oz …, a 都 是 自然 数 、 表 示 式 (3) 称 为 有 限 
连 分 数 . 因 此， 您 个 有 理 数 > 都 可 以 用 前 面 的 步 又 形成 一 个 有 也 
连 分 数 ， 也 就 是 说 , 设 > 是 个 有 理 数 , 如 果 mi za, …，zx 是 用 前 面 
的 步骤 得 到 的 有 限 数列 , 其中 zw 是 个 自然 数 ， 那 末 , 令 40 一 (7)， 
Ga 一 吾 (z) 人 一 1) 2 … 丰 一 Daw 一 zxr 一 至 (zw)， 于 是 相应 的 表示 
式 (3) 就 等 于 有 理 数 z， 注 意 , 在 前 面 的 展开 中 , gw 一 xx 是 大 于 工 的 


自然 数 , 因此 , 如 果 把 a 改写 成 (ax 一 1) 寸 工 , 那 末 , 我 们 就 得 到 有 
理 数 z 的 另 一 个 有 限 过 分 数 展开 , 它 比 原来 的 展开 要 多 一 项 . 

有 理 数 4= 才 的 连 分 数 展开 的 系数 wo, qi, a2, …, as 可 以 用 加 
转 相 除法 求 得 -事实 上 , 由 jp 一 808 二 i 8 二 人 1 


一 yrwy 耽 有 
] 
二 二 mo + go+ 一 
d 4 go 
| TL 
LE 
1 
二 fo 十 一 
8 十 一 一 一 一 -一 一 1 -一 
0 十 一 
了 
下 1 
下 加 _ 
y 1 


a 了 了 村 和 


遂 党 把 表示 式 (3) 简 写成 : 


wl 1 二 
Cg 十 Bo 十 :十 
或 
Lan， Hi Ca 1 Gt | (C4) 


现在 ， 我 们 更 一 般 地 设 i, 人 2 名 十 正 数 ， 并 规定 


Fo=tm, We=1, P= tl, = 
a r= 二 (N= 2,3, 2 (5) 
我 们 来 证 明 等 式 


| 
一 [an ea] (n=O, 1, 2, “) (6) 


事实 上 , 容易 验证 , 当 %=0 和 %==1 时 , 等 式 (6) 部 成 立 ， 假 设 
对 于 自然 数 h 米 说 ,， 当 % 一 m 时， 等 式 (6) 对 于 任意 的 正 数 e 
ia, ‘1 rm 者 成立， 根据 规定 (57， 和 


[an ty, ,tr fm_ Pm fm im-s (7) 


Um fn- mT Om 2 
并 且 营 在 这 一 等 式 的 两 边 把 on 换 成 am 十 -一 等 式 依然 成 立 ， 从 
褒 有 


] 一 
Ha， 下 1 + 一 区 js ,fm 二 一 一 | 


Cn +1 


Pa sl(ant l Po 
{CF +1 


Qim_ 《an 十 一半 名- 


] 

ee (二 ) po 

Qn + Qa (a ) m+ 
Um 1 


因此 ， 由 妇 纳 活 ， 等 忒 (6) 半 任 车 的 吕 一 省 ， |， 2 和 上 上 数 CL ho 


= 123* 


ns 都 成 并 ， 共 中 P, 和 和 (0, 1, 2， 站 是 转 (5) 式 所 定 浆 欧 ， 


现 证 
A = Pari — Pert (总 一 0， 1， 2， 让 (8) 
于 是 四 (5) 式 有 


由 一 王八 一 一人 (Ga 十 天 On 
— P(tni tr) = (DA, = 
={—1)"A0=(—1)"(P WY0— Po ) 
=—(—1) [amt1)—om0 l={— 1)" 
(n=0,1,2,..) (8): 
从 而 有 


0 = ,. 9) 
GO OO OO Da) 


和 


Punt _ Prn_ (Fe 一 Punts-i ) (Ge 一 人 ) 
nr Wn nts uate-1 (nr 1 Curt 2 


+ 


1T write 工 
一 (一 1) (G8— og + D) G0) 


(1, k=0, 1, 2, «1.) (10) 
如 果 眉 进 Hi, Gay "yy ti, 起 是 下 整数 ， 那 末 ， 对 每 个 目 然 数 
项 ， 郁 大 nl 且 lim@; = 二 co, 故 由 {107) 式 ， 有 


Pr Pi| 1 
Wnts tn 他 it 


于 是 序列 (于 * ) 是 基本 序列 , 从 而 它 蕊 收 化 到 某 个 实数 


这 样 ， 当 m 是 整数 ，qs(m 一 1,2,**…) 都 是 正 整 数 时 ,有限 连 分 
数 序列 
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(1,£=0, 1,2,***) (10) 


p= [oo 个 1) Gs, ‘On | {7 =0, 1, 2， ") 
收敛 到 某 个 实数 xo; 并 且 对 每 个 自然 数 % 有 限 连 分 数 序列 
[Le far) ys Gs (六 一 由， ]， 2， 四 
收 襄 到 某 个 大 于 1 的 实数 xz， 即 有 


Wo = liml or, 1 “Gad {11) 
和 ta = limLe,, Hn 1 *"'", ars | >>1 (% 二 1， 2, “= ) (12) 
区 于 
把 (11) 式 写成 
Xo = Lao, ly ay “ss Un "| (13) 


并 称 表 示 式 Lan， ly a ns …] 为 实数 0 的 无 限 迷 分 数 表 示 ， 兽 


可 昌 和 量 和 臣 志 


同样 地 , 还 可 以 有 
Ta Ln Grrl ,Ontes *** 二], 2 (13)" 
因此 , 在 恒等式 
[ao Gy +] 一 [Go Gy es Gn Ln, Gr, Ont] 
(n=1, 2 
中 ,对 每 个 自然 数 %, 令 Koo 我 们 得 到 : 


Tp 一 Lao, di Hs “+ | 一 [Lao, C1 1 Xn (14) 
并 瑟 类 似 地 还 避 得 到 
=[a,, Tat *) (n=1, 2 “= ) (15) 


显然 , 对 每 个 自然 数 %, 田 于 @ 是 正 整 数 , 故 有 如 人 > 上 
这 样 , 由 im 一 [eg]，m 是 整数 和 及 全 1 有 50 一 B20) 和 于 


1 。 _ 昌 一 
一 区 一 页 让 7 而 由 办 一 [go 和] oa 是 正 整 数 和 zi 有 三 一 下 YI) 


<*) 注意 ， 这 里 的 -ao #1] 和 [au za+l] 并 不 是 区 间 ， 而 是 连 分 数 ， 邯 [ao x1] = 


qe 十 二 和 _ 好 wa] 二 六 十 E 二 
起] 者 同 十 了 
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和 灶 3 一 一 般 地 ， 对 任 辣 的 自然 数 %， 由 w= Le Fi ar 


] , 
ri—B(r) 
时 — -1 . : 
是 正 整 数 牺 Tn 1 有 Ch = Bw,) 出 中 二 | gE(r,) . 因此 ， 系 


数 & 按照 (2) 隐 的 原则 ， 由 zw 礁 一 确定 。 天 由 (13) 臣 给 出 的 
同样, 由 113) 式 给 出 的 2) 上 必定 是 无 理 烙 ,因为 有 理 数 按照 (2) 
式 只 能 形成 有 限 达 分数). 

反之 , 如 果 zo 契 尾 瘟 给 定 的 无 理 数 ，X1, To， 加 … 是 由 (IT) 
式 确 定 的 无 限 厅 列 , 且 
on =B(x) (9 一 0,1,2,…) 
则 由 C2)、《5)、,(6) 式 , 并 注意 到 把 ao gb Ge 换 作 co go 
Gay Za 各 一 2 有 

To |, 1, Cy Cr+ | 


~ ntti 


= 一 =1], 2, 16 
aT +1 1 (nt ) ( 1 


并 是 
Fy | --- { 一 1， {ir 
Wi; 0 多 他 :ni Ta- ! a Tn 十 令 n-1) ’ 
(R= 1, 2,'..-) 
上 出 Hr 一 下 (mt 因 ! Wa Tn ns 于 是 有 
Om | oo (nl 0) (18) 
由 46) 式 和 (13) 式 , 即 有 


由 0 一 Leo, 1 Gr ,Hs "| 


当 之 2 时 , 由 (18) 式 和 (17) 式 , 我 们 还 有 


rr 1 1 
-0 一 =- < ~- 
WW Wn nr! 1 


m= 1 ee 
本 Wn- na 11) a] 
® J28 s 


“机 1 
Pr 


并 且 显 然 当 j=1 时 , (19) 式 也 是 成 立 的 ， 不 等 式 {19) 下 面 我 们 将 
要 用 到 

综合 以 上 讨论 ,我 们 得 到 以 下 结果 : 

定理 1 任 一 实数 zwo 均 可 按照 (1), (2) 的 方式 展 成 茶 个 有 限 
或 无 穷 的 连 分 数 (6) 或 (13); 反之 ， 每 个 连 分 数 都 表示 一 个 实数 
X00， 并 且 当 各 是 有 理 数 时 , 它 有 两 种 有 限 连 分 数 湛 开 式 ,其 中 一 种 
比 汲 一 种 多 一 项 , 昌 它 的 最 未 一 个 系数 笃 寺 1 而 当 %6o 起 无 理 数 时 ， 
它 的 迷 分 数 展开 是 无 穷 的 , 而 且 是 唯一 的 . 

报 据 前 而 的 讨论 和 公式 ， 我 们 可 以 证 明 关 于 无 理 数 的 各 潮 近 
分 糙 的 一 个 重要 而 且 深 肇 药 性 质 , 它 可 以 叙述 成 如 下 的 定理 ; 

定理 2 {人 租 佳 人 逼近 定理 ) 区 06 一 Lan mp 是 一 个 


无 理 数 ， Fs Ta, Yl, ,t= 1, 2, 是 Ln 的 i 阶 闭 近 分 数 ， 则 


9， 
对 于 任 窒 的 自然 数 %， 各 任 党 的 有 理 数字 ， 由 不 等 式 


P, | 
二 有 一 党 
Qs 


(19) 


» 
二 一 次 
上 ,|< 


可 推出 外 ,过 
证 明 设 % 是 一 个 任意 的 折 然 数 ， 有 理 数 二 福 是 不 等 式 


刘 (19) 了 有 


好 从。 


ed | 


# J 人 0 旺 


于 是 由 | 全 一 5 


>0, 并 且 由 (17) 式 知 品 一 mo 与 5 一 中 异 导 . 


所 以 由 (8) 式 有 
o<|2-bet < 2a | + eo 0 | < | 
tm -| -| -0 | -a 
即 有 


[p01 — Pn_18 | 1 
0 a i 
~ 站 1 On 


或 
OH | psi — Pn-19| < 
注意 到 p91 一 Pn._19 是 非 苦 整数 , 故 有 @s< 9， 证 第 . 


$2 循环 连 分 数 


现在 我 们 先 来 列举 一 些 由 整数 平方 根 表 示 的 无 理 数 的 连 分 数 
展开 的 例子 : 


[ 例 1] M3-1+t(W 3 一 D1| FI 


1 1 
-1] we 
ER, 
v2 十 1 
即 有 


VB, 3 2 


[ 例 2] w 3 一 1 (VE 一 D1 
2 


二 了 了 人。 


由 有 
v3 =[1,1,2,1,2,.,1,2,..1 
此 外 , 还 不 难 展开 
M5 一 [2 4 中心] 
T= [2,1,1,1,4,1,1,1,4,..,1,1,1,4,...] 
M13—=[3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,.,1,1,1,1,6,...7 


Yt, 1], 1, ,1, "1 


以 上 无 理 数 的 连 分 数 展开 的 系数 都 是 愉 某 个 自然 数 起 是 周期 
重复 的 ， 一 般 地 , 如 果 迪 分 数 具 有 形状 
[Go 01, Ge, °°, Egy bi, Bes oo, bos Di, bs oo, Oss 0s, bi1, Do, 0, Be, 
则 称 这 样 的 连 分 数 是 循环 的 ， 简 记 作 
[Lao， mo， "yy (ys Bb,, Bas bi1] 
于 是 有: 
V EI VT=[l,i,d, VS+t-[ri), 
~ 13=[3, 1, 1, 1, 1,6] 
等 等 
注 根据 定理 2， 一 个 无 理 数 的 各 阶 订 近 分 数 都 是 在 一 定 意 
区 上 的 最 佳 撑 似 值 ， 所 以 对 非 完 全 平方 数 葛 根 式 作 连 分 数 展开 可 
以 求 得 根 式 的 较 好 前 近似 慎 , 
下 面 , 我 们 来 证 明 关 于 循环 连 分 数 的 基本 定理 ; 
定理 3 实数 xz 可 以 展 成 循环 迪 分 数 的 充分 和 必要 条 作为 
zo 是 某 个 整 系数 一 次 方程 oz? 十 bx 十 c= 二 0 的 无 理 数 根 ， 
证 明 ”必要 性 : 设 实 数 zo 可 展 成 循环 连 分 数 
2 一 [Go m, Ga, ee ] 


于 古 由 定理 1 知 wo 是 个 无 理 数 ,并 且 按 照 (14) 式 ,有 
。7137 。 


4 一 [Go0y 和， Ons b, Po, "", Db 一 [any a Gey "**, Gy, Cyr 
和 
To— Lo, Hy Cay ,ns Bis bay "sy bp, b, bs 5,] 
一 [go G1, tay ~ Gy O19 Pas, Bi, Tre+i, 
而 由 (12) 式 ,有 
T+ 一 [有 总 be] =Xyygr 


从 而 由 (16) 江 ,有 


se1 十 二 -1 和 zx 一 有 二 
yw Ww Ee 


由 以 上 二 起 分 别 解 出 wy! 和 和 wise+b 于 是 由 zx 一 zxr+rsl 有 


—Qs_iwotPy 1 _ Qnr itot Pyss) 
Wxro— Py Orto— y+s 


中 日 


时 布 
(— yw_ irot Pr_1) (yrito— Put:) 
= (wro— Pi) (— rrr-irot Pra-1) 
所 以 ,无 理 数 ww。 是 某 个 整 系数 二 次 方程 的 根 . 
充分 性 : 如 果实 数 zo 是 某 一 个 整 系数 一 次 方程 
GT 十 了 和 十 一 小 (205 
的 一 个 无 理 数 根 , 那 末 判别 式 A=B2 一 49c>0, 且 太 是 一 售 非 完全 
平方 的 整 狐 ， 
把 yo 上 展 成 无 劳 过 分 数 
To= Lao, Hi, G2 Hn, 


并 对 每 个 自然 数 %, 把 (16) 式 


四 
To= | eto, ia Cin -19 Tn | = 
杞 一 su 天 Nn 
的 右 吊 代 六 方程 (20), 经 整理 得 
A Brit =0 (n=1,2,.) (21) 


其 中 


-132. 


由 一 OP 十 cgs- 

六 一 Ge 二 有 (PP 十 全 十 25 人 is。 
人 一 GT 十 五 PP 

( 一 1 2 …) 
经 百 搂 计算 , 得 
Bi—4A.0,.=6b— daec (n=1, 2,") 
现在 , 我 们 来 估计 夭 数 4,、Cs 和 Bn。 昌 
A —aPs_1 + P,Q 1 cw 


=-1 | (Be =) +6( pe Oe 

lhe 二 tlet (Ge ))+o) 

et 
CC 


人 
于 是 由 不 等 式 (18) 和 98,1<8,, 有 
FE 二 尼 ow 


De 一 :| 
)< 12arol + lal+ 5 


十 | 好 | 


na 二 
从 而 也 有 
IOd= id ll2aro| 二 +]alt || 
并 二 Bi 一 4 ,= 二 5 一 oc 一 态 , 有 
A ACs lATAC 2ar| + lalt 1B) (n=1,2,.) 
这 样 一 来 , 系数 da Br Cn (3 一 1,2,…') 是 有 界 的 .于 且 和 由 于 它们 都 


" 和 了 


是 整数 , 所 以 至 少 有 三 个 自然 数 m ,8a rs, 司 得 有 天 mscfa 用 
A = = Bu=B, =Ba,, Cr = Or.=0Cn, 
从 而 和,，zn，znw 作为 三 个 系数 完全 相同 的 二 次 方程 (21) 的 三 个 
根 ， 其 中 至 少 有 新 个 是 相同 的 ， 将 这 两 个 相同 的 根 的 脚 码 记 为 改 
十 1 入 十 兹 十 1, 大 有 
Ly+t1™ Tw+bt+l 
于 是 由 go 的 意义 ,对 任意 的 自然 数 ?, 应 有 
VHT 
从 而 有 
THyti— WHEti™— CN+ih+i (i =1,2,", ;j=1, 2,+*°) 
按 a 的 营 义 , 即 有 
wti™ 全 着 + 让 二 人 一 1 2 一 1 2 
因此 , 奶 果 记 有 一 Crrit 一 1 2 1 了 有 
go 一 [ao ol gzy Gy Bs ba, *+, br] 


所 以 由 二 次 方程 (20) 的 根 ze 展 成 的 连 分 数 是 循环 的 。 


习 三 

t， 把 AAS， 90， 一 1 十 1 展 成 连 分 数 (其 中 是 一 个 自然 
数 )， 

3， 把 V6 ，~M32,Mn(n 十 1) 展 成 连 分 数 ( 具 中 如 是 一 个 自然 数 }. 

3， 把 v11, MI9 遇 成 连 分 数 ， 

a4. 在 开 区 间 (0，1) 内 具体 给 出 沟 足 以 下 条 件 的 遍 有 实数 工 的 集合 
DD (ny: IED1(R} 当 且 仅 当 把 Yj 展 成 连 分 数 时 ， 它 的 第 一 个 对 数 91( 分 母 的 上 吾 数 
部分 ) 等 主事 先 给 定 的 自然 数 久 

问题 。 试 在 开 区 间 (0, 1) 内 具体 给 出 集合 了 DD; (人 ， 使 得 zf&D; (3 当 且 仅 
当 把 7 展 不 连 分 数 时 , 它 的 第 二 个 系数 和 等 于 事先 给 定 的 日 热 数 区 

( 握 示 : 根据 连 分 数 展开 的 定义 ). 
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附录 IV 代数 数 和 超越 数 


$1 有 理 数 域 的 代数 扩张 


纪元 前 站 百年 左右 ， 古 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 证 明了 正方 形 
的 对 角 线 与 其 边 长 之 闻 的 不 可 公 诬 性 ， 这 是 历史 上 第 一 次 发 现 无 
理 数 . 

无 理 数 究竟 是 些 什么 样 的 数 呢 ? 

四 为 第 一 个 无 理 数 ， 可 以 从 代 歼 方程 吧 一 2=0 中 得 到 ， 这 就 
引导 人 们 去 进一步 考察 一 般 的 代数 方程 及 研究 它们 的 根 ， 

定理 1 整 系数 的 代数 方程 

1 十 022” 十 … 十 加 一 0 

的 任何 非 整数 实 根 , 均 为 无 理 数 ， 


证 明 ”假设 方程 有 有 理 根 * = 也, 其 中 以 二 互 质 , 5321， 我 们 


证 明 必须 5 一 1. 将 厂 代 入 方程 , 可 得 


0" =—b(mo 二 Tq B+ 二 ob" 1!) 
由 此 攻 知 ,5 的 任何 素数 因子 了 了 D 必 可 整除 9"， 因 此 了 必 可 整除 9， 
从 而 知 了 为 .8 的 公 因 子 , 由 9、,3 既 约 的 假设 ; 因此 必须 了 一 1， 这 


就 推 知 一 1 于 是 一生 一 4 必 为 整数 。 定 理 证 毕 . 


作为 上 述 定 更 的 特 款 , 考虑 方程 om 一 9 一 0， 其 中 4 为 正 整数 ， 
由 定理 的 结论 , 知 其 根 < 二 Ya 当 a 不 为 整数 的 % 次 者 时 , 必 为 无 
理 数 ， 由 此 可 知 ,平常 所 见 用 根 式 表示 的 数 , 都 是 无 理 数 . 

我 们 把 有 理 数 域 上 多 项 式 的 根 ， 统 称 为 代数 数 ， 因 此 ， 一 切 
用 息 式 表示 的 数 ， 都 是 代数 数 ， 但 是 因为 代数 方程 的 根 ， 并 不 者 


® fi » 


能 用 根 式 来 表示 (2， 因 此 代数 数 还 包含 许多 不 能 用 根 式 开 汞 的 
数 . 

一 个 代数 数 ， 营 它 所 满足 的 多 项 式 的 最 低 次 数 为 *， 则 称 为 
n 次 代数 数 ， 显 然 , 一 个 代数 数 所 满足 的 最 低 次 多 项 式 , 在 有 理 数 


域 上 一 定 是 不 可 约 的 任何 有 理 数 二 ,都 是 一 次 方程 5x 一 4 一 0 的 


根 , 央 此 有 理 数 都 是 一 次 代数 数 ， 一 切 带 有 平方 根 的 数 , 都 是 二 次 
代数 数 ， 强 然 ， 二 次 或 二 次 以 上 的 实 代 数 数 一 定 都 是 无 理 数 ， 

我 们 知道 ， 有 理 数 集 是 实数 轴 上 的 一 个 稠密 集 ， 读 者 窑 易 自 
行 证 明 , 二 次 实 代 数 数 , 在 实数 轴 上 也 是 稠密 的 ， 这 个 事实 ， 可 区 
推广 到 一 般 ， 

定理 2 任何 ?次 (之 1 的 实 代 数 数 均 在 实数 困 上 稠密 ， 

证 明 设 导 有 为 任 二 实数 , 5< 有 。 要 证 明 存 在 一 个 下 次 实 伐 
数 数 名 满足 ax<a< 有， 由 于 在 第 二 章 中 已 经 证 时 了 有 理 数 的 稠密 
性 , 因此 下 面 证 明 仅 对 于 % 室 2 的 情形 进行 ， 

应 用 二 项 展开 定理 , 易 证 下 述 不 等 式 

(z 十 及) 秋 一 人 十 的 ”一 [十 w) 十 (有 一 拓 一 人 十 的 
>n(z+a)" (A—a) 
对 于 一 切 满 是 十 0 有 的 2 成 站 ， 注 意 到 不 等 式 有 问 当 Xx 趋 于 无 
穷 时 可 取 任 党 大 的 值 , 因此 必 有 自然 数 j 使 ja>0，j 十 8B 半 0 
并 满足 
(j++ +a) "5 

上 述 不 等 式 太 上 在 实数 (3 十 中 "和 (CY 十 8)" 之 间 ， 至 少 在 在 四 个 巡 
续 排 询 的 正 整 数 ， 因 此 其 中 必 有 一 个 可 以 表 为 邮 十 2( 正 整数 )， 
于是 由 连续 国 数 的 取 中 间 值 性 质 ， 在 % 和 后 之 间 必 存在 一 个 实数 


(*) 和 报 思 何 罗 华 坦 ,Galoi3) 理 论 , 五 次 或 五 次 以 上 代数 方程 一 般 丰 能 用 很 式 求 
解 . 


9。 136 * 


凡人 司 (3 十 的 "一 后 十 2 因为 4 满足 整 系 数 代 数 方 程 

HT 20284-1)=0 
所 以 它 是 一 个 代数 数 ， 再 根据 爱 木 斯坦 (Eisehstelim) 不 可 约 难 
则 一 ， 知 有 2) 为 一 不 可 约 儿 项 式 ， 敬 8 为 一 站 次 绕 数 数 ， 定 理 证 
毕 . 

上 上 述 定理 说 明 , 各 次 代数 数 的 数 日 , 部 是 “很 多 ”的 ， 而 有 理 数 
只 是 代数 数 中 的 一 个 很 小 的 部 分 而 已 ， 

一 个 数 域 , 假如 它 所 包含 的 数 侈 是 代数 数 ， 则 称 它 是 有 理 和 下 

的 一 全 代数 扩张 ， 如 我 们 在 第 二 全 中 所 列举 的 域 @ (vv 2) 
将 代数 数 v 了 添加 到 有 理 数 域 中 去 ， 然后 与 所 有 有 理 数 一 各 实生 
部 减 乘除 运算 而 生成 的 一 个 域 , 这 个 域 中 的 数 都 有 具 形状 & 十 bw 2 ， 
车 中 .5 为 有 理 数 ， 像 昌 (vi 2 ) 这 样 添加 一 个 {或 有 限 个 ) 代 数 数 
到 有 理 数 域 中 而 生成 的 代数 扩张 域 , 称 为 是 有 理 数 的 单 扩张 . 

一 个 和 理 数 焉 的 单 扩 张 域 ， 虽 然 它 所 和 包 合 的 数 ， 比 起 有 理 数 
域 来 是 扩大 了 ,但 其 “完备 “性 质 , 却 并 不 比 有 娃 数 环 来 得 好 些 ， 我 
们 知道 ,有理数 域 上 竟 凶 项 式 , 它 的 根 会 跑 出 有 理 数 域 之 外 ， 这 个 
性 质 , 我 们 称 之 为 代数 不 完 甸 性， 有理数 域 的 这 个 代数 不 完备 性 ， 
对 于 它 的 尾 何 单 扩 张 志 ， 仍 无 改变 ， 例 如 在 tv 2 ) 上 的 多 项 式 
2 一 vA 2， 人 忆 的 根 就 不 再 在 外 Cv 2) 之 内 。 那 末 ， 是 否 存在 代数 
千 备 的 代数 扩张 域 呢 ? 

我 们 考虑 由 所 有 代数 数组 成 的 集合 . 

定理 3 任 两 个 代数 数 经 过 加 碱 乘 除 运算 后 仍 为 代数 数 ， 

证 明 设 w,8 各 为 证 吕 次 的 代数 数 , 并 设 它们 所 满足 的 代数 


(+ Fisenstein 不 可 约 稚 则 ， iiz) 一 oaza 十 可 38 十 站 如 内 一 加 了 系 数 凶 项 式 . 
者 ae 工时 md 8 本 兰 … 王 gaEE0fmDdp) an 芝 modyp", 其 中 几 为 一 末 教 , 则 站 ， 
有 理 教 域 上 的 不 可 约 多 项 式 . 对 本 例 ; 点 作 变 反 x# 十 3 二 + 将 蓄 则 许 用 于 黎 项 式 天 3 一 必 
款 1* 一 和 (2 十 1)， 


» Ti7 


方程 式 为 : 

a 

se" =—08" +p ?tb, 
(Gi.5; 均 为 有 理 数 )}. 上 述 关系 式 告 诉 我 们 , om 是 而 个 数 吧 0 
…，1 在 有 理 数 域 上 的 一 个 线性 组 合 。 应 用 数学 归纳 甘 即 可 推 若 
对 于 任何 非 负 整数 &* 可 以 表 为 上 述 六 个 数 的 一 个 线性 组 合 . 同 
理 可 说 明 对 于 和 任何 非 负 整数 1 8 可 以 开 为 如 个 数 让 有 
1 在 有 理 数 域 上 的 一 个 线 必 组合， 现在 来 考虑 如 下 mn 十 1 个 数 ; 

1, (g++ A), (tp) ,+ (oA)™ 
蔡 将 上 述 各 数 均 按 二 项 式 肯 开 ， 再 应 用 以 上 结论 ， 即 可 知 上 面 的 
mn 二 ] 个 数 艾 可 以 表 为 数 a:B! 的 线性 组 合 (5 二 0，1，…， 和 mR 一 二; 
=0,1,-…R 一 1)， 将 o*B 视 为 有 理 数 域 上 ma 维 线 性 空间 的 一 
组 基 , 基线 上 述 mR 十 1 个 数 5 均 视 为 线性 空间 的 呵 量 ) 必定 是 线性 
相 革 的， 于 是 , 存在 一 组 不 全 为 0 的 有 理 数 co, 641, 人 + Cn 使 
co etot BB) Tom (Tt PB)™ 一 站 
这 就 是 (% 十 及) 所 满足 的 一 个 代数 式 , 因此 ga 十 是 一 个 代数 数 ， 同 
理 可 以 证 明 6 亦 为 代数 数 ， 
若 wx 上 0 是 而 次 多 项 式 jz) 的 根 ， 则 过 必 为 多 项 式 mr 了 二) 


的 根 , 因此 若 “为 代数 数 , 二 亦 必 为 代数 数 ， 定 理 证 毕 . 

定理 3 说 明代 数 数 在 四 则 运算 下 是 封 用 的 , 从 而 组 成一 个 域 . 
显然 它 是 有 再 数 域 的 最 大 代数 扩张 . 

定理 4 设 wo, 如,…, 54 均 为 代数 数 , 则 方程 

Wo 一人 

的 所 有 根 仍 为 代数 数 ， 

定理 的 证 明 , 涉及 域 的 代数 扩张 的 若干 性 质 , 故此 从 了 略 ， 有 和 
趣 的 读者 可 参阅 [21. 
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定理 4 告诉 我 们 ， 代 数 数 域 是 一 个 代数 完备 的 域 ， 这样 ， 我 
科 从 有 理 数 域 出 发 ， 经 过 最 大 的 代数 扩张 ， 得 到 了 一 个 具有 更 好 
的 完备 和 性质 的 域 ， 下 面 自然 就 产生 了 这 样 的 问题 ， 人 代数 数 域 是 否 
已 经 包罗 了 所 有 的 无 理 数 呢 ? 一 个 数 域 在 代数 上 的 完备 性 基 否 意 
味 着 在 中 离 上 的 完备 福 一 ~ 即 过 续 性 呢 Y 这 就 导致 一 个 新 的 问题 : 
在 数 轴 上 是 否 还 能 找到 新 的 “ 孔 除 ”一 一 即 超越 于 代数 数 之 外 的 无 
理 数 呢 ? 


§2 超越 数 的 发 现 


人 们 把 不 是 代数 数 的 实数 , 叫做 超越 数 ， 是 否 有 超越 数 存在 ; 
这 个 问题 引起 了 十 九 世 纪 数 学 家 们 的 铺 测 ， 从 十 九 世纪 中 叶 到 本 
世纪 三 十 年 代 , 在 超越 数 的 问题 上 有 许多 次 重大 的 突破 , 今 择 要 到 
举 如 下 : 

(一 ) 1851 年 法 国 数 学 家 刘 维 尔 (J. Liouville) 祖 据 代数 数 所 
必须 满足 的 一 个 有 理 过 近 性 质 ， 从 相反 的 方面 找 出 了 一 个 具体 的 
超越 数 ( 刘 维 尔 数 ), 从 而 第 一 个 给 出 了 超越 数 存在 的 回答 

定义 “对 于 实数 B， 车 存在 有 无 限 多 个 有 理 数 对 (其 中 轴 & 互 
质 , > 人 和 常数 C, 使 得 

Pi 
则 称 记 具有 % 阶 且 有 理 遂 过 . 

定理 5 一 个 4 次 的 实 代数 数 ， 不 可 能 有 高 于 % 院 的 有 理 通 
过， 

证 明 令 为 一 n 次 实 代 数 数 ， 并 设 其 所 满足 的 不 可 约 方程 
为 

tx*) 1955 年 有 Roth 证 明了 任何 非 有 理 的 代数 数 ， 只 能 有 二 阶 和 的 有 理 温 深 ， 和 参阅 
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f(z)" 十 oz 十 十 on 一 0 
Ke, 素数 )， 记 了 为 区 间 1z 一 引 <<1，4 一 max|j(z)|。 令 叶 为 遇 
近 二 的 任 -有 理 数 ,不妨 假 设 羡 cJ。 因 为 妃 z) 为 一 不 可 约 多 项 
式 , 蔽 当 43>2 时 ,不 可 能 有 有 理 根 , 因而 了 (大 ) 二 0. 当 ?= 工时， 和 
为 有理数 , 故 若 选 取 天 超过 二 的 分 尽 ， 则 生气 S 亦 有 了 (天 ) 
三 0. 于 是 有 
LG 2)|= Goh" ap et :十 Gk” > 二 


另 一 方面 , 由 微分 中 值 定理 得 
几 计 )== 作 各 )--f() -f(D( 全 一 


其 中 了 为 对 与 皇 问 的 某 个 值 ， 于 是 可 得 


下 

f 
fr > 4 
主 述 不 等 式 即 足 以 说 明 不 可 能 有 高 于 次 的 有 理 遂 近 ， 因 为 不 
可 能 存在 常数 0, 使得 对 于 无 限 多 个 满足 <j4+r， 定理 
证 毕 . 

定理 5 给 出 了 实 代数 数 所 必须 满足 的 一 个 必要 条 件 ， 因 此 凡 
不 满足 这 一 条 件 的 实数 ， 就 一 定 不 是 代数 数 ， 划 维尔 就 是 根据 这 
一 原理 , 作出 了 一 个 具有 任意 阶 有 理 蜗 近 的 实数 ， 这 样 的 实数 , 当 
然 只 能 够 是 超越 交 ， 


4 


定理 6 数 £= 之 ,10-1 是 一 个 超越 数 , 
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证 明 ” 任 取 一 至 整数 jn, 我 们 证 明 £ 具 有 向 阶 的 有 理 副 近 , 今 
rm 一 全 ,10-51， 它 是 一 个 分 母 敌 于 10%' 的 有 理 数 ， 了 以 它 作 为 上 的 
=1 
逼近 数 , 则 得 


[Ernl =10°m+ Dr 二 19- 人 mt 
十 -< 10™ m+ lyr {110m )™ 


显然 , 对 于 一 切 % 宇 mm 的 7,, 都 有 
[Er |<<(0": )* (10! )™ 


这 屋 说 明了 具有 人 光 阶 的 有 理 表 过 ， 而 区 可 以 选 得 任意 大 ， 于 是 
根据 定理 5, # 不 可 能 古代 数 数 , 必 为 超越 数 , 证 毕 . 

以 后 大 们 把 上 述 的 数 5， 孔 及 类 似 于 的 那 种 具有 任意 阶 有 
理 壶 近 的 数 ， 称 之 为 刘 维 尔 数 . 

(一 ) 继 刘 维尔 之 后 , 1873 年 凌 国 数学 家 厄 尔 米 特 (C., Herm- 
ite) 应 用 微 积 分 的 工具 ， 证 明了 数 e 为 一 超越 数 、 厄 尔 米 特 的 方 
法 , 在 无 理 数 的 理论 中 , 有 很 广 的 应 用 . 

其 二 数 e, 欧 拉 4L. Euler) 于 1737 年 即 已 用 连 分 数 的 方法 , 证 
明了 它 是 一 个 无 理 数 . 一般 的 ， 我 们 可 以 用 。 的 无 穷 级 数 形式 证 
明 它 的 无 理性 (参阅 第 二 章 $5 的 例 3), 但 的 超越 性 ， 则 证 明 园 
难 . 在 厄 尔 米 慰 之 前 , 1840 年 刘 维 尔 曾 证 明 e 不 是 二 次 代数 数 , 今 
将 他 门 的 工作 向 介 如 下 : 

定理 7 z 不 是 二 次 代数 数 . 

证 明 很 若 不 然 , 设 e 请 足 整 系 数 的 二 次 方程 


Goede =—=0 


为 程 两 端 同 缚 以 nle ,并 将 ee ”用 无 穷 级 数 表示 , 则 得 


-14 。 


一 六 (—1}™+! 
onll — - < 
(二 +” rar ) 
1 


了 


21 中 


将 上 式 右 端 分 为 两 部 分 , 记 作 
疾 " 十 召 ,一 站 
其 中 


心 。 -alau( 寺 -志士 + )+nte, 


nlgs (2 二 襄 十 … 十 过 ) 一 整数 


[Bl = | 一 六 多 二 | 


Sn (J) + lo sr 
-2(190] + | ea,1) 
~ 总 十 ] 


1 
(n +1)! 十) 


由 上 式 可 知 当 充分 大 时 , 可 使 | 豆 ,| 一 1， 下 面 证 明 豆 区 0 军 少 对 
无 穷 多 个 站 成 立 ， 假 著 不 然则 在 再, =0 的 两 疾 同 履 以 #8 十 1 可 得 


(~—1}a _， 一 (一 1)" 260 -qe (—1)" gt a 
"一 多 TCR 


与 上 同 理 可 证 明 上 式 右 端 当 3% 充分 大 时 , 绝对 值 小 于 工 而 等 式 左 
况 当 |qo| 寺 ja| 时 , 对 一 切 ” 都 是 非 零 整 数 , 当 | 名 一 je 时 , 也 可 
以 适当 选取 闻 使 等 式 左 端 为 非 堆 整 数 (因为 m, as 不 能 同时 为 0 
这 就 导致 巴 逢 。 因 此 总 有 充分 大 的 sn, 使 加, 为 一 绝对 值 小 于 工 的 
非 零 实数 ， 这 样 人 十 豆 ,=0 便 相 可 能 成 立 。 这 个 元 慎 证 明了 e 不 
能 是 二 次 代数 数 ， 定 理 证 毕 . 

定理 8  e 不 满足 有 理 数 域 上 任何 次 的 代数 方程 即 e 古 超 
。 742 。 


越 数 ， 
证 明 首先 指出 若 fz#) 为 一 % 次 多 项 式 , 记 
Fz)= 了 7) (rz) 


则 经 过 简单 计算 , 可 得 等 式 
/ ?| f(s)e dr—etp(0) —F(B) (1) 
今 假设 定理 结论 不 真 , 则 e 满足 一 个 内 次 整 系数 不 可 约 方程 
Taei -0 
为 了 导出 未 盾 , 选择 四 
Hx)= i (xz—1)?(t a)? (cn) 


共 中 加 为 素数 于 是 天?) 的 次 数 有 =mp 十 p 一 1. 

将 所 选 人 7) 代入 恒等式 (1), 并 令 5 一 0 T ,各 )， 再 在 
(1 两 吴 癌 乘 然后 按 宇 选 加 , 得 

> ae fz)e dr—— Sap(i) aped) {2) 

我 们 米 证 明 , 当 素数 了 选 得 足够 大 , 可 有 如 下 事实 ; 

1”F(i) 是 可 被 了 整 除 的 整数 (2 二 1, 2,…, mm); 

2 FF(0) 是 一 不 能 被 整除 的 整数 ， 从 而 推 知 (2) 的 古 端 为 一 
非 零 整数 ; 

3 (2) 式 左 端 绝对 值 小 于 1， 从 而 导 狼 矛盾 今 依 次 证 明 
如 下 : 

1 由 (7) 的 选择 , 当 jf 和 ?一 1 时 ,有 产 Pi 一 0. 当 j 尘 8 时 ， 


I . : 
党 1 ; 其 中 i 是 整数 .由 


f 07) = -BER De bjt 1) ae 
k= 
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因为 
fk 
ER—1) {hk— j++1) 人) 


内 及 J 写 了 所 以 D1 可 以 除 尽 页 开 一 1] 入 ( 和 一 省 1 (R=) 
于 是 了 CT) 二 多 …，%) 的 系数 都 是 整数 ， 且 可 被 名 整除 ， 因 此 
2) (2 一 1, 2,…, MW) 是 可 被 Pp 整除 的 整数 . 


n° 碎 (0) = fH + Fene0) + Sne0) 
了 = 了 一 1 


土 式 中 , 第 一 部 分 为 0 第 三 部 分 根据 1 的 论证 , 它 是 可 被 名 整除 

的 整数 中 间 项 J9-(0)= 二 (一 1)r"(m1)?, 落选 择 8 汪 m， 即 可 保 

证 天” “的 古 不 能 被 整除 的 整数 ， 所 以 王 ( 的 是 一 不 能 被 2 整 

除 的 整 笋 ， 者 再 让 2> |@|, 恒 可 保证 (2) 式 右 端 为 一 非 零 整数 ， 
3 出 于 


1 | PpP-iir rm 中 疡 一 天 
| 二 (Tl Pr me dz | 


Sr mm erdve mtpt 


0 (P~—1)! 
从 而 时 得 


> ae | zerraz 


< 人 ai| 
比 式 右 端 当 2->co 时 赵 于 0, 因此 只 须 选 择 p 足够 大 , 即 可 保证 (2) 
式 堪 问 为 一 绝对 值 小 于 工 的 数 ， 

定理 汪 比 , 

(二 ) 1874 年 德国 年 青 数 学 家 康 托 尔 发 表 了 题 为 4 关于 所 有 
实 代数 数 所 成 集合 的 一 个 性 质 ? 的 论文 , 证 明了 所 有 代数 数组 成 一 
个 可 数 集 ， 同 时 他 又 证 明了 全 体 实 数 是 一 个 不 能 与 可 数 集 对 等 的 
无 限 集 ， 由 此 立即 推 贝 在 实数 中 一 定 存在 着 超越 数 ， 因 为 数 轨 上 
“144* 


的 任何 可 数 集 合 , 其 测度 为 0, 即 对 于 任 给 的 正 数 2 不 管 它 是 和 多么 
小 , 总 可 以 找到 一 串 区 问 , 把 这 个 可 数 集合 盖 住 ， 且 这 串 区 间 的 长 
许 总 和 小 于 e， 所 这 全 体 实 代数 数 在 数 贺 上 是 太 微 不 足 道 了 ， 外 
只 不 过 是 一 个 不 占 尾 柯 长 座 的 零 济 度 集 ， 从 而 说 明了 几乎 所 有 的 
实数 郁 是 超越 数 ! 

定理 9 全 位 代数 数 是 一 个 可 数 售 . 

证 明 我 们 给 出 一 个 裔 数 全 部 代数 数 的 方法， 对 于 任 一 个 整 
系数 不 可 约 多 项 式 

f(r) =600" 二 fw 二 十 (oo21) 

仿 N=R++aoT iai | 二 十 [6 | 
称 为 该 多 项 式 的 指标 ， 于 是 ， 任 一 个 整 系 数 不 可 约 多 珊 式 ， 对 刻 
有 崔 一 的 一 个 指标 访 ， 反 过 来 , 对 于 任 一 自然 数 入 实 2， 可 [以 有 不 
止 一 个 不 可 约 多 项 式 以 共 为 指标 ， 但 是 对 于 任何 自然 数 访 ， 品 然 
以 其 为 指标 的 不 可 约 多 刺 式 的 个 数 是 有 限 的 ， 而 短 一 个 不 可 约 泌 
项 式 , 都 仅 包 含有 有 限 个 代数 数 为 其 根 ， 于 是 ， 在 每 一 指标 下 ， 
都 只 对 应 有 限 个 代数 数 , 现在 我 们 历数 所 有 的 指标 交 一 2 3, 4,***， 
拓 尘 于 每 一 六 ,将 其 对 应 的 代数 数 作 一 排列 , 这 样 便 得 天 了 一 个 在 
所 有 指标 下 代数 数 的 总 排列 ， 这 个 总 排列 显然 窃 怕 了 所 有 的 代数 
数 , 因此 代数 数 集合 是 可 级 集 . 

(下 ) 1882 年 德国 数学 家 林 德 曼 (FE. Lindemann) 在 厄 尔 米 
特 证 明了 。 为 超越 数 的 基础 上 , 进一步 推广 他 的 方法 ,下 明了 天 的 
超越 性 , 

定理 10 zx 龙 一 个 超越 数 . 

本 宇 理 的 证 明 颇 费 篇 辐 , 故 不 在 此 效 述 , 有 兴趣 的 读者 可 和 参 园 
[13]. 

林 德 曼 定理 的 证 明 ， 因 为 直接 关系 到 古典 几何 学 的 三 大 难题 
的 最 内 解 闫 ， 从 而 受到 了 整个 数学 办 的 关注 ， 成 为 近代 数学 史上 
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的 一 件 大事 ， 所 谓 古 典 几 何 学 的 三 大 难题 ， 是 指 不 能 用 圆规 直 尺 
通过 有 限 步 观 解 决 下 述 作 图 问题 : 

(1) 三 等 分 任 起 角 ; 

(2) 二 倍 立 方 体 ; 

(3) 化 略为 方 . 

前 面 两 个 问题 都 等 价 于 要 用 圆规 直 尺 ， 从 已 知 线段 出 发 ， 作 
出 另 一 个 线段 , 后 者 的 长 度 等 于 一 个 三 次 方程 的 根 (方程 的 常数 项 
等 于 已 知 线段 长 )， 但 是 使 用 圆规 直 尺 , 却 只 能 作出 系数 所 在 域 的 
二 次 代数 扩张 域 里 的 数 ， 若 假定 已 知 线段 长 为 1, 则 用 泣 规 直 尺 ， 
只 能 作出 有 理 数 或 二 次 代数 数 ， 多 次 使 用 圆规 下 尺 ， 只 能 作出 2* 
次 代数 数 ， 而 不 能 作出 三 次 代数 数 ， 因 面 问题 (1) 与 (2) 的 不 可 解 
性 , 只 须 应 用 域 扩张 理论 中 的 初步 知识 [2]， 即 足以 说 明 cp， 问题 
(3) 则 等 价 于 要 作 一 条 长 度 为 w 地 的 线段 ， 为 了 要 解答 作出 w x 
的 可 能 性 ， 就 必须 弄 清 二 是 否 是 代数 方程 的 根 以 及 是 哪 一 类 代数 
方程 的 根 ， 早 在 1761 年 ， 法 国 数学 家 朗 伯 尔 (J. H. Lamberft) 应 
用 连 分 数 的 方法 , 证 明了 x 是 无 理 数 ， 但 仅仅 知道 x 的 无 理性 并 
不 能 解决 化 略为 方 的 问题 ， 而 为 了 回答 这 个 问题 ， 必 须 进 一 步 指 
明 x 是 属于 哪 一 类 的 无 理 数 ， 特 别 是 它 是 否 属于 圆规 直 尺 作 图 所 
能 达 汉 的 那 一 类 无 理 数 ， 林 德 曼 定 理 证 明了 z 为 超越 数 ， 从 而 推 
知 V Tz 亦 为 超越 数 , 这 就 从 根本 上 解答 了 上 述 的 问题 . 因为 从 单位 


#) 在 二 司空 方 作 问 题 中 , 假使 已 知 立 方 体 的 边 长 为 1， 馈 求 立方 体 的 边 长 为 2 
邮 根 据 二 六 立方 休 的 变 末 ，z 需 宝 足 方程 2 一 32 一心 但 天 一 2 是 有 理 域 上 的 不 可 约 多 
项 式 , 因此 是 一 个 三 次 代数 数 ， 不 可 能 用 癌 规 直 尺 作出 .在 三 等 分 角 问 题 中 ， 我 们 
只 须 证 明 , 比如 三 等 分 60" 角 不 问 能 ， 而 三 等 分 60” 角 的 问 古 等 价 于 作 贞 xz 一 cos20 


的 过 长 ， 但 册 三 角 公 到 cos38 二 dc088 一 3c058 即 憩 z 是 方程 二 一 4753 一 32 的 模 , 忆 是 
4zs 一 331 一 三 是 有 理 域 上 的 不 可 约 参 项 式 , 因此 x 是 一 个 三 次 民 数 数 , 不 可 能 用 圆规 站 


尺 作 员 ， 上 还 两 个 多 项 式 的 世相 均 竹 都 可 以 根据 前 面 定理 3 的 底 注 , 即 爱 森 斯 坦 不 避 
约 准 则 加 以 证 机 ， 
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线段 出 发 ,应 用 有 限 次 的 圆规 直 乒 作 图 , 根本 不 可 能 作出 长 度 为 超 
越 数 的 线段 ， 关 于 这 方面 的 论述 ， 有 闪 趣 的 读者 可 参阅 [12]. 

(五 ) 在 厄 尔 米 特 和 林 德 曼 的 工作 之 后 , 人 们 自然 提出 了 这 样 
的 问题 : 对 一 般 的 三 角 国 数 、 反 三 角 肯 数 、 对 数 国 妆 和 指数 晒 效 面 
言 , 当 自 变量 取 值 为 代数 数 时 , 其 国 数值 是 否 为 超越 数 ? 1895 年 德 
国 数 学 家 维尔 斯 特 拉 斯 证 明了 下 述 推广 的 林 人 盘 曼 定理 ， 常 称 为 林 
德 曼 -维尔 斯 特 搁 斯 定理 , 解 从 了 上 面 提出 的 问题 . 

定理 1] 洲 Ww, 02,…, 4 是 互 不 相等 的 代数 数 , 则 e™, ee,…， 


ec" 在 代数 数 域 上 是 线性 无 闫 的 ， 即 车 有 立 "aien 一 0, 便 可 推出 所 


有 a; 一 0, 其 中 9; 为 代数 数 ， 

定理 的 证 明 可 参阅 [13]. 根据 这 个 定理 ， 可 立即 得 到 下 述 推 
陛 : 

推论 ”下列 诸 数 均 为 超越 数 : 

]。 ee, mr? 

2。 ee:, Sin cosw, tgw, sh &, cha, the, 其 中 为 非 堆栈 
数 数 ; 

3。 jne, arc sin&, "等 2. 中 所 列国 数 的 反 国 数 ， 其 中 必 为 不 
学 于 0 和 1 的 代数 数 ， 

证 明 只 对 rcosw 二 例 进 行 , 其 余部 分 类 间 , 留 给 读者 . 

x: 用 反 证 甘 ， 假 车 zx 是 代数 数 , 由 ix 亦 为 代数 数 ， 于 是 由 
e'" 二 +e 一 cos7 十 1 二 0, 即 得 2 与 eo 在 代数 数 堪 上 线性 相关 , 与 定 
理 11 韦 盾 ， 

cos 如 ， 假 车 cosg 一 和 是 代数 邹 ， 则 册 计 ef 十 B 5 一 de! 一 
cosa 一 9 二 0, 即 得 ee “与 e 在 代数 数 域 上 线性 相关 ， 与 定理 
11 刻 有 古 . 

(六 ) 1900 年 , 德国 数学 家 希 尔 怕 特 (D. Hilbert) 在 巴 将 举行 
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的 国际 数学 家 代表 大 会 上 ,提出 了 著名 的 33 个 研究 课题 ， 其 中 第 
七 个 疝 题 是 ，a、8 为 代数 数 ,ww 未 0 1 不 为 实 有 理 数 . 问 中 是 
省 为 超越 数 ? 如 2 2 (一 1) "一 e" 是 否 为 超越 数 | 鉴于 这 个 问题 
较 难 , 第 乐 怕 符 曾 预言 , 它 的 解决 当 在 解决 数论 上 著名 难题 比尔 玛 
(P. Férmat) 铺 测 " 之 后 ， 然 而 事实 却 未 如 项 尔 伯 特 所 料 , 本 世纪 
三 十 年 代 ， 苏 联 数学 家 盖 尔 封 得 (A O. Tenpona) 和 德国 数学 家 
施耐德 (T. Schneider) 独立 地 给 出 了 荐 乐 怕 特 第 七 问题 的 完全 解 
答 , 然而 费 尔 玛 天 定理 的 完全 解决 , 至 今 隔 音讯 渺 苇 ， 

定理 12( 瘟 尔 封 得 - 施 酌 德 定理 ) 若 &%、B 为 代数 数 ,& 夺 0, 1; 
有 不 为 实 有 理 数 , 则 of 为 一 超越 数 . 

定理 同时 回答 了 2 *、e" 都 是 超越 数 ， 定理 的 证 明 较 长 且 需 
较 多 辅助 知识 , 有 兴趣 的 读者 可 参 阿 [134， 

在 希 尔 伯 特 第 七 问题 得 到 了 解决 之 后 ， 人 们 对 于 超越 数 的 认 
识 虽 有 了 进一步 的 深入 ,但 总 汐 说 来 , 还 是 比较 贫乏 的 ， 例 如 对 于 
熟知 的 欧 拉 常数 (证 不 仅 至 今 尚 无 法 证 明 其 是 
否 为 超越 数 ， 其 至 连 它 是 无 理 数 还 是 有 理 数 也 不 清楚 ， 在 代数 数 
和 超越 数 的 理论 中 ， 还 有 许多 问题 ， 有 待 于 人 人 们 去 作 进 一 步 的 
探索 . 


习 题 
Ha = 


1， 证 明 二 次 实 代 数 数 在 实数 中 稠密 ， 
2， 证 明 有 是 数 城 经 过 连续 两 次 单 扩张 后 所 得 的 域 仍 为 一 单 扩张 城 . 


3. TH 2 v3， vd 2, ,这 所 满足 的 整 系数 方程 
4， 证 明 方 程 za 十 名 323z 一 1 一 0 的 根 都 是 代数 数 ， 


(+ 蔓 尔 到 精 测 是 指 : 三 元 方程 f* 十 六 二 21 当 8>2 时 无 整数 解 ， 
了 学 站 


证 明 滤 青 8 中 的 征 等 式 (1). 

#5。 本 出 一 个 与 定理 冲 中 的 不 同 的 刘 维 尔 数 ， 
?7， 证 明 尾 何 有 再 数 有 且 公 有 一 次 的 有 得 允 近 ， 
8， 证 明 林 德 受 -维尔 斯 特 拉 折 定理 的 排 论 . 
49， 下 列 诸 数 哪 些 是 超越 数 ? 为 什么， 


an 


. 4 ， 
B11, Te sin 2,.18,， (1) cos TH nfl 十 站 ， 


Ea 


__ | 
loge €, AreSIND,4, Ba 1', ei 


10， 怎 样 用 圆规 直 只 作出 长 为 如 3 一 /有 的 线段 ， 


» 149 


LG 


[7 1 
[8 


[9] 
[10] 
[11] 


L12] 
£13] 


[14] 
E15) 


L163 


参 状 书目 


B. 上, 并 径 无 登 营 , 杆 有 孙 , 曾 肖 成 ,部 炳 新 译 ， 廊 哲 光 榨 , < 代数 学 I>， 
科学 出 版 社 , 1953. 

(x. Birkhoff, S. MacLanc, *AA Survey of Modern Alpgebras, 第 三 
版 , Macmijillian, New York, 1965， 

C. B. 波 囊 著 ,上海 师 范 人 学 数学 系 盎 译 组 译 ，< 洪 积分 概念 史 >， 上 海 
大 民 出 起 社 , 1977. 

H. [t. 那 汤 松 著 , 入 珊 云 译 , 4 实 变 孙 数论 3》, 高 等 邢 育 出 版 社 , 1958， 

上 . 兰 道 苦 , 刘 线 党 译 , 《分 折 基 础 2, 高 等 教育 出 版 社 , 1958， 

L. W. Cohen, <¢The Struciure of the Real Number Systemy, 
Princeton, 1985, 

W. Sierpinski, €Arytmetyka Teoretycznay, Warszawa, 1955. 

江 济 吗 , 医 管 果 、 辕 光 亚 合 编 ,* 数 学 分 折 3( 上 册 }， 痛 等 教育 出 并 社 ， 
1960. 

声 宗 租 , < 数学 分 析 入 门 >, 科学 出 版 社 , 1965， 

知 罗 诬 , 《数论 寻 引 >, 科学 出 版 社 , 1957. 

Ga. H. Hardy, E.M. Wright, <¢An Introduction to the Theory 
of Numbers}, 第 汪 版 .Oxford, 1954. 

RR, Courant, H. Robbins, <What is Mathematicsr Oxford, 1941. 
I. Niven, <¢lrrational Numberss, The Mathematical Association 
of American, 1956, 

A. Robinson, <*Non-standard Analysiss, Amsterdam, 1973, 

M. Kline, <Mathematical Thougkht from Ancient to Modern 
Timess, New York, 1972. 

J. Dieudonné, <Foundations of Modern Analysiss, New York 


oF 


angd London, 1960。 
117] 工 .以 . 非 赫 金 责 录 蒋 落 ,时 彦 谦 区 译 ， 电 册 出 绞 订 ，<《 铀 积分 学 教程 》， 
(修订 本 ) 一 着 一 分 册 , 人 民 教 育 出 版 社 , 1959. 


了 


